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宇宙分维构造及其数学基础 

阎 坤 
(西安现代非线性科学应用研究所, 西安 710061) 

摘  要：探讨了宇宙分维构造的形式，以幂函数为例初步给出了分维微积分及自相似分形测度计算方程，

包括幂函数的分维导数及分维微积分表述形式、分形测度的非整数阶微积分定义及基于分维微积分与分

数阶微积分的自相似分形测度趋势性计算方程。作为诠释，探讨了原子核内中子与质子的趋势关系方程，
以及其周期解和原子序数极限值。 
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Abstract  Fractional dimension structure of the Cosmos are explored, and as power function as an example, its 
expressions of fractional dimension differential and calculus, non-integral order calculus definitions of fractal measure as 
well as the tendency computational equation of self-similar fractal measure based on the fractional dimension calculus and 
fractional order calculus are given tentatively. As annotation, an equation of the relation between neutrons and protons in 
nuclei and its periodical solutions as well as atomic number limit are discussed. 
Keywords  Cosmos, fractional dimension structure, self-similar fractal measure, non-integral order calculus, fractional 
dimension calculus, fractional order calculus, atomic number limit 

 

0 引  言 

我们存在于我们的世界中。我们对其中部分自然
现象进行观察总结，得出一些守恒规律，表述为定律
或原理形式。而我们的认识途径亦总是从较为模糊的
一般原则开始，经由定律、原理及数理逻辑推演，得
出新的较为确定的一般原则，然后在新的层面重新理
解自然现象。 

对于我们的世界，已取得了许多研究成果，但大
部分领域的原则仍是全然未知的。 

目前一个引人注意的方向是 M 理论[1]，其较偏重
于数学构造，试图将粒子物理、引力理论、量子场论
等物理学基础理论统一在 11 维规整空间（其中含 1 维
时间）中给予描述。该理论主要方向之一是协调广义
相对论与量子场论之间的关系，在宇宙膨胀前提下的
宇宙较早时刻、较小距离上建立量子引力描述形式，
并已获得了诸多研究结论，原来的几种弦理论成为 M
理论的自然分支部分，并将直接面向有关真空构造、
粒子物理学常数、宇宙学常数的分析计算等方面。当
递推到该理论模式下的宇宙最早时刻、最小距离上时，
理论本身遇到了较大困难。这一困难不只是在物理学
上，首先在数学上即对无穷结构缺少解析描述。即便
目前可以通过数学方法初步给出部分无穷结构的解析
描述，但理论的根本困难仍然存在，诸如宇宙膨胀的
约束、物质的分布、宇宙的边界问题等。其中有些问
题对于 M 理论是不能提出的，但同时也表明理论基础
本身具有根本性的局限。 

今天，对于我们所生存的世界，宇宙的结构、演

化、背景等问题仍是较为重要的研究内容。我们的认

识仍徘徊在宇宙是平坦的还是弯曲的、是膨胀的还是

收缩的（或是振荡的）、是有界无限的还是无边无际的。

不断获得的新的观测数据亦在不断地改变着我们甚至

在不久前才重新确立的观念。 
在参照物理学已有认识结论的基础上，诸如

Newton 引力定律及 Archimedes 浮力定律、Clausius 热
力学第二定律、Pauli 不相容原理、Einstein 引力理论、

M 理论及宇宙学理论等，我们可以初步确立关于其物

质存在状态及演化的三条自然原则： 
（1）质量密度原则：物体总在与背景介质交换物

质，质量密度趋于与背景介质相同； 
（2）能量分布原则：物体总在与背景介质交换能

量，能量分布趋于与背景介质均衡； 
（3）状态构造原则：物体总在与背景介质交换状

态，状态构造趋于与背景介质互补。 
其中相对于物质系统的子系统，则系统为背景介

质；对于系统，则系统的环境为背景介质。 
本文根据上述三条原则及分形理论，将对宇宙分

维构造（普遍意义时的代数方向）或宇宙分形构造（理

想情况下的几何方向）做出尝试性的探讨描述，继而

初步给出以分维微积分与分数阶微积分为基础的自相

似分形测度计算方程，并通过原子核内中子与质子间

的趋势关系方程，探讨局部的周期性构造形成较大尺

度层面上的周期性构造规律。 
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1 宇宙局部物质的聚集坍塌与爆炸膨胀 

由质量密度原则，物质具有不断聚集、坍塌的性
质，形成物质聚集系统（其类似黑洞，但结构性质有
所不同）；由能量分布原则，物质具有离散、膨胀的性
质，形成物质弥漫系统；由状态构造原则，物质有与
背景介质相互适应、状态互补的性质，不断相互作用，
形成协调的演化过程。 

由于物质不断聚集坍塌，使得物质聚集系统质量
密度越来越大，能量越来越高，此过程表现为质量密
度原则起主导作用，能量分布原则起约束作用，宏观
上亦表现为逆热力学第二定律过程；由于物质不断地
进行聚集坍塌使得聚集系统形成与背景介质相比具有
更高的能量状态。当其与背景介质相比超过一临界状
态后，聚集系统即发生爆炸，随后即进入膨胀过程，
系统趋于向质量密度原则与能量分布原则平衡的方向
演化，此过程表现为能量分布原则起主导作用，质量
密度原则起约束作用，宏观上亦表现为逆 Newton 引力
定律过程。爆炸膨胀形成的弥漫离散物质又为在相邻
位置上的物质聚集提供了物质来源。 

2 宇宙分维构造 

宇宙分维构造的模式如下： 
（1）动态的周期性：宇宙的局部物质处于动态的

聚集坍塌、爆炸膨胀的周期性演化过程； 
（2）协调的点阵性：聚集坍塌的物质来源为相邻

位置上爆炸膨胀后的离散物质，聚集坍塌超过临界状
态后形成的爆炸膨胀又为新的相邻位置上的物质聚集
坍塌提供了物质来源，由此诸多物质聚集、能量交换、
状态协调的节点形成了动态的点阵网络构造； 

（3）分维的层次性：这一点阵网络构造又构成了
更大层次上点阵网络构造的一微小组成部分；在理想
情况下具有层次间的自相似嵌套复现特征，呈现为宇
宙分形构造。 

我们的世界即处在其中一层次上物质聚集坍塌形
成的爆炸后膨胀过程中。 

在构造及演化的内蕴上，世界生住异灭完整一体。 
以理喻事方面，对立、互补或互为潜势因素的构

造及转化，典型的如太极图，每一层的太极图一般都
是更高一层太极图的“鱼眼”的构成部分，而现层太
极图的鱼眼一般又都嵌套着更细微一层的太极图或太
极图“形态编码”；理论描述似是向上与向下无穷层数
嵌套，然向上与向下的层数却各有相应的极限趋势值。 

上述模型表明，在 M 理论中所描述的 1 维弦联系
二个 10 维平行宇宙的模型，可近似为上述宇宙模型中
点阵网络构造的一对不完整微小节点。同时，上述宇
宙模型还有助于理解微类星体的喷流现象。 

这里给出的宇宙描述在局部一层次上与 Newton、
Einstein 的模式相似，但坍塌不会无限制地进行下去。
从极为细微的层面到更为广阔的区域，本宇宙描述与
Siddhartha 的思想接近，具有无穷层面的分维构造。 

上述宇宙模型在建立过程中，并未考虑 M 理论的
宇宙模型，因为初旨是试图构造一个与 M 理论无关的
宇宙理论。M 理论是一基于数学构造的物理理论，上
述理论则是基于物质构造的物理理论。M 理论的主要
数学描述为矩阵、拓扑方法，上述理论的主要数学描
述则为分维微积分方法。由于拓扑与分维之间存在内
在的数学关系，或许进一步的工作可以证明二方法在
数学上的联系或物理上某层面的等效性质。 

 

3 宇宙的演化 

根据上述结构，宇宙在一确定层次上的局部物质
聚集坍塌过程表述为： 

（1）聚集坍塌的物质来源为临近位置上物质聚集
系统爆炸膨胀形成的离散物质。 

（2）各中心附近的物质向各自中心运动，各中心
则向附近新的层次的物质聚集中心运动；此二过程或
以先后次序进行，或同时进行。 

（3）一般地，物质向附近的聚集中心运动，其运
动方向与所将聚集的中心的运动方向可能是相同的，
也可能是相反的。 

（4）数学操作的物理属性为物质质量的积累及其
随时间的变化；一般地，质量积累是聚集坍塌的基础；
当聚集系统质量及其密度超过临界状态后，聚集坍塌
则主要随时间按周期性间歇进行；在间歇期内主要进
行状态及能量在不同层次间的协调、重新分布演化(如
局部的主星序阶段)，直至聚集系统能量分布与背景介
质相比超过临界状态止；随后爆炸发生，开始进入膨
胀过程。 

爆炸膨胀过程表述为： 
（1）物质离开原来聚集的中心向附近运动，并成

为新的物质展开中心展开其所聚集的物质。 
（2）新的物质展开中心离开原来层次的物质展开

中心时的运动方向可以与原中心的运动方向是相同
的，也可以是相反的。 

（3）数学操作的物理属性为能量均衡分布及其随
时间的变化；一般地，能量均衡分布是爆炸膨胀的基
础，爆炸膨胀过程随时间按周期性间歇进行，在间歇
期内主要进行状态及质量密度在不同层次间的相互协
调、重新分布演化，当系统膨胀至能量分布原则与质
量密度均衡原则相平衡后，系统的爆炸膨胀即已接近
结束，其中局部较小规模的爆炸膨胀则还会持续相应
一段时期。 

（4）爆炸膨胀为附近位置上正在进行的、或将进
行的物质聚集坍塌提供了物质来源。 

物质聚集坍塌过程包含着若干局部的较小规模的
聚集坍塌，还会伴随着一些局部物质团的爆炸膨胀现
象发生；物质爆炸膨胀过程则包含着若干局部的较小
规模的爆炸膨胀，也还会伴随着一些局部物质团的聚
集坍塌现象发生。 

根据宇宙的状态描述，宇宙的结构及演化在聚集
坍塌、爆炸膨胀及诸层次点阵网络构成方面具有分维
性质，分维微积分数学理论将为解决此问题提供研究
参考方向。 

宇宙局部物质的聚集坍塌、爆炸膨胀演化过程需
根据有关数据资料计算。在某一尺度层面平坦构造的
性质，在更大的尺度层面上可能是弯曲构造的。在某
一尺度上各向异性或区域异性，在更高尺度上可能又
各向同性，或局域同性。宇宙局部同性或异性具有尺
度、层面上的意义。某一局部层面的同性可能为较高
层面异性的构成部分，而这一层面的异性又可能为更
高层面同性的构成部分。 

由于人们仅能观察到一部分演化过程资料，同时
附近相邻位置上的物质演化状态影响着我们所观察的
这部分宇宙的性质，所以其根本性质是动态的。 
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4 宇宙的背景 

向自然现象学习，我们可以得出这样一个结论，
即自然科学没有枝节性问题。透过我们已初步认知的
学问，我们的分析最终还会遇到新的问题，或又回到
我们最初试图通过绕道以回避的未解决问题上。通过
分析展望，可以初步确定目前自然科学其中的二个根
本方向为：一是将无穷转化表达为有限，二是研究探
索真空的背景（其取得根本进展的标志为解析开
Newton 引力常数与 Planck 常数）。 

物质世界对我们呈现一些基本原则，但并不是原
则支配物质存在状态，而是物质本身具有原则特征。
虽然物质世界表现出广延性及持续性，但不是物质在
空间、时间里演化，而是物质本身具有空间、时间属
性，物质的这一属性同与背景介质的相互作用相联系，
背景介质又存在于更深一层背景介质中。但对于我们
人类，有一相对终极背景介质，一纯净的光的世界。 

部分背景介质自然起伏脱离背景主体后即成为生
物的意识部分，波动起伏的固化集结形成了我们所感
知的及有待感知的各个规模、层面上的物质世界，在
意识与固化物质间各个程度的聚集状态形成了我们自
身及其它生物的物质构成部分。这一纯净的光不同于
我们所认识的物理光的性质，其乃为更细微得多的层
面。背景介质波动起伏的脱离与固化是已有意识及物
质与背景介质相互作用的结果。由于共同的背景基础，
意识、生物物质、物质间能够进行生成、消解、转化。 

在此终极背景层次上，物质、生物物质、意识是
相通的，具有共同的基础层面。这使我们的意识通过
体验、逻辑等途径或方式，能够对生命及物质世界有
所了解及作用，乃至能够进一步加深对我们自身及所
生存世界的认识理解，诸如在逻辑上采用线性的或非
线性的方法。在某一逻辑体系的非线性描述近似解将
仅是另一逻辑体系的线性描述解析极限解，而我们业
已获得的及将获得的逻辑描述在现象界多具有与其相
对应的状态参量。 

5 深入研究的方向 

以上对宇宙分维构造进行了较为简略的定性描
述，深入的工作则需要采用非整数阶微积分及分形测
度理论对宇宙分维构造进行数学方面的分析计算，其
部分地表现为将无穷转化为有限的过程。 

自 Mandelbort 分形理论建立以来，人们已将其应
用到各相关领域，尤其是复杂动力系统的物理量分析
方面[2~6]。人们也一直关注着非整数阶微积分及分形测
度方面的研究进展，由于没有建立非整数阶导数的严
格定义，人们采用将 Newton 导数适当外延并辅之与特
种函数或级数相结合的方法给出一些分数阶微积分公
式，典型的辅助方法有函数、Taylor 级数展开等，
这些公式是直接由 Newton 导数、函数、Euler 公式
及 Dirichlet 的 n次积分外推默认的[7,8]。虽然分数阶导
数是整数阶导数的直接外推，但与整数阶导数的显著
差别是，分数阶导数具有显著的非局域性。这其中，
整数阶微积分是在分数阶微积分的基础层面，而不是
在逻辑循环返回的特例层面。 

如何构造仍然能够保留整数阶导数局域属性的非
整数阶导数理论是有待长期深入探讨的方向。 

在分形测度计算方面，目前人们主要采用覆盖迭
代方法[9~11]计算其 Hausdorff 测度。在规整空间里覆盖
迭代方法较为经典有效，但应用在分形测度方面则计
算步骤较为繁杂，计算对象较为具体简单，计算结果
取值范围较大，计算方法不具有普适性。 

关于分数阶微积分，已经有诸多论著；为有别于
分数阶微积分的表述，将下面的趋势性非规整微积分
定为分维微积分，在保留整数阶微积分的局域属性的
情况下，给出诸如幂函数 )0()(  kxxf k 的分维微
积分表述形式，通过确定分形测度的非整数阶阶微积
分形式定义，进而基于幂函数的分维微积分及分数阶
微积分推导出自相似分形测度的趋势性计算方程，计
算几种典型自相似分形的测度，初步建立非整数阶微
积分与分形测度计算之间的联系。 

下面关于分维微积分的讨论远偏离于传统的严谨
数学论证表述，仅仅作为一种初步约定的趋势性运算，
不具有根本性的解析基础意义，只是在真正的非整数
阶微积分理论尚未建立前，试图于趋势层面探讨一种
可能的、仍具有导数局域性的符号约定表述途径，及
为幂函数的分数阶导数计算提供一趋势性估计方法。 

6 幂函数的分维导数形式 

考虑一集合初始测度 0M 在第 i次操作上标度 i
及集合单位 )( im  的数量 in ，当 10  i 、 1in 时，

有差分方程 
11

1


  ii Q ， ii Wnn 1 ；             （1） 

式中Q、W 为操作常数，i为自然数； 1Q 、 1W ，

 i0 ； 11
0  ， 10 n 。其解分别为 

i
i Q ； i

i Wn  ；                （2） 

其当常数 1Q 时，有 1i ；当常数 1W 时，有

1in 。 
由方程（2）式得 

1lnlnlnln  ii WnQ  。               （3） 
当 1i 、 1Q 时，由方程（3）式得遍历常数 ，

也即 Hausdorff 维数为 




 Q
Wn

i

i

ln
ln

ln
ln

1 ；                  （4） 

有自相似分形方程形式 
  iin 。                           （5）  

作为探讨参考，在连续性的意义上，考虑一集合

初始测度 0M 于标度 （ 10   为实数）层次上在

函数 )(e 激励下，集合单位m( ) 的数量R（ 0R 为

实数）与 之比正比于R相对 的变化率，即 

)()(
d
d 




  eRR
 ，              （6） 

式中比例函数 )(  即为集合生成相对维数函数；这

里数量R取连续的实数为趋势性描述。 
当 0)( e 及 0)(    相对 为常量时，有 

0
d
d

0 





RR
， 1

0 )1(  R ；    （7） 

分维数 0 亦为 Mandelbrot 分形定义中的相似方式。 
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考虑在 10  时 1 R 为不变操作，即得 

10 R ；                         （8） 
进而得 Hausdorff 维数方程 

10 ln
ln




 R
。                       （9） 

取在[ a ,b ]区间点 ),( bax 处邻域的函数分别

为 )( 11 xkxf  、 )( 22 xkxf  ，这里 1k 、 2k 为有限

正实数， 0x ；可定义二函数在点 x处的导数 

x
xf

xf
x

xf
x 






)(
lim)(

d
d)(D 2,1

02,12,1  

xkk
xkxfxkxf

x 



 )(

)()(lim
21

1122

0
 ；（10） 

这里函数 )( 11 xkxf  与 )( 22 xkxf  在点 x处可以

皆不连续。特别地当二函数在点 x处具有相同函数形

式并连续，且 01 k 、 12 k 时，方程（1）式即化简

为 Newton 导数。当二函数在点 x处具有相同函数形式

并连续，且 121  kk 时，方程（1）式成为 

)(
d
d)(D xf
x

xf 
x

xxfxxf
x 




 2
)()(lim

0
； 

（11） 
而其规整积分形式则与同是规整积分的 Newton 积分

具有相同表述形式；得函数 )(xf 在点 ),( bax 处的

分维导数 )(D xf ( 10 21   )具有性质 









2

1

),(D
),(D

)(D
2

1









xf
xf

xf         （12） 

下面的分维导数位置假设，尚不能跨越整数阶讨

论，只能限定在相邻整数阶导数之间，是一种对类如

幂函数非整数阶导数形式从局域性基础假设到局域性

推演结果的趋势性运算约定，是简略的分段趋势性计

算估计。 

分维导数位置假设：分维导数 )(D xf (如果存在)

处于从 )(D 1 xf
到 )(D 2 xf

之间，通过方程 

0)(D)(D 21  xfxf 
， 10 21   （13） 

的 根 kx ( 如 果 存 在 ) 所 在 位 置

)))((D,( 1
kk xxxfx 

，即在根 kx 所在位置有 

)(D)(D)(D 21 xfxfxf    。    （14） 

当 01  、 12  时，（4）式成为 

)()(D)(D kxxxx
xfxfxf

kk




  。 （15） 

下面初步讨论的分维导数表述，只是对于类如函

数为 nxxf )( ( 0n 为实数)时，才具有微许趋势性

意义。 

对于函数 nxxf )( ( 0n ) ，其规整导数
1)(D  nnxxf ，得其分维导数形式为 

   nn xFx )(D  ， 10        （16） 

其中 )(F 为关于  的待定函数。根据(13)式得
nxD 通过方程 

0)(D)( 1  nn nxxxfxf  
的根 01 x ( 1n )、 nx 2 所在位置 )0,0( 、

),( nnn ，代入方程(16)式得 
 nF )(  ，  

  nn xnxD  ，  10         （17） 
  1D xx  ，  10              （18） 

根据方程（17）式，得初值为 0 时的分维积分形式 
   nn xnx )(I ， 10  。   （19） 

对于函数 xxf exp)(  中的任意 x，因皆有 

0expDexpD 10  xx ， 
故根据方程（5）式得非整数阶导数 

xx expexpD  ， 10  。       （20） 
作为对整数阶导数的直接趋势性分段近似外推，

依据方程（18）式进一步得简略趋势性估计参考方程 

y
yx

yy
x 







d
d

d
d

d
d





  












 



10,]D[
0,

d
d

1
1









y
y

y
x
y

（21） 

由方程（21）式直接可得下面二趋势性估计运算方程 
)exp(D x )exp( x  ， 10    （22） 









10,0

0,1
1D


                 （23） 

式中 为常量。 
需指出，上述分维导数位置假设及方程（21）式

在数学基础层面包含诸多脱漏及错误，包括方程（15）
式及（21）式，仅是对整数阶导数的分段近似外推 

kk xxxxk xfxfxf


 )(D)(D)(  ， 10   

y
yx

yy
x 







d
d

d
d

d
d





 ， 10   

且相邻整数阶导数未必存在交点，所以即便是对于类

如幂函数形式，其仍是简略趋势性近似估计运算，不

能作为理论基础进行分析，亦远不具有数学解析意义。 
方程（17）、（22）二式的特征是原函数的相邻整

数阶导数函数性质不变，局域性即是指非整数阶导数

仅与相邻整数阶导数密切相关。 
方程（22）、（23）二式保留了整数阶导数的局域

属性，是整数阶微积分与非整数阶微积分之间的参考

纽带。其中方程（23）式表明于 0 区域， 1D
存

在一从 0 到 1 之间的脉冲阶跃，方程形式亦与分数阶

微积分理论中常数1的分数阶导数改进形式基本相同。 
对于分数阶微积分理论，仅就其导数形式，目前

主要定义中基本都具有积分的上下限参数，在积分运
算中包含着函数的初值部分，虽然定义形式是整数阶
导数直接外推，但分数阶导数表现出显著的非局域性
质；一方面这可能是分数阶导数的优势，另一方面亦
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可能是分数阶导数已经偏离导数从局域性定义到局域
性结果的根本要义，其定义中引入的积分上下限参数
及初值运算是作为趋势性非整数阶导数的权宜标注。 

对于幂函数的分数阶导数，如果保留与整数阶导
数相对应的局域性质，则基于幂函数的分数阶导数 












 pp x
p
px

x )1(
)1(

d
d

， 10  （24） 

当方程（24）式中的指数 0p 时，即可得常数 1 的

分数阶导数一种表示形式为 
   x1)]1([1D  ， 10  。  （25） 

历史上，因方程（25）式不能直接参与函数的分
数阶导数运算，故通过引入函数初值重新构造分数阶
导数非局域性定义中积分形式，得到基本同于方程
（23）式的常数 1 的局域性改进型分数阶导数方程。 

分数阶微积分与分维微积分皆是整数阶微积分理
论的趋势性外推，其基础或前提分别为非局域性定义
与局域性位置假设，亦皆是在真正的非整数阶微积分
理论建立前所进行的简略趋势性层面分析；赋予几何
或物理意义的算符或算子根植于自然现象的动态平衡
演化中；在深刻程度及广泛适用方面，还尚未明显出
现能与 Newton 微积分理论相辉映的体系。作为探讨，
展望未来的非整数阶导数理论： 

A 给出具有明确几何意义的基本定义； 
B 具有直接描述函数局域性的特征； 
C 自然蕴涵着函数阶导数形式。 

7 自相似分形测度的非整数阶微积分定义 

规整空间的Lebesgue测度与分维空间的Hausdorff
测度都是用覆盖定义的，目前 Lebesgue 测度无法直接

描述分形测度，Hausdorff 测度亦仅能计算少数简单的

自相似分形测度或测度所在数值区域。本文下面由非

整数阶微积分定义分形测度，由此得到的测度趋势性

计算方程可对诸多自相似分形直接进行测度计算，初

步建立非整数阶微积分与分形测度的联系。 
7.1 分形测度的非整数阶微积分定义 

当分形测度M 相对分形初始测度 0M 为升维
（ 1 ）时，其测度M 为对分形相似测度函数

)( 0Mf 的 1 阶积分，非整数阶微分方程形式为 
1

00
1 ))(d(d    MMfM ， 0)0( 0 MM 。 

（26） 

7.2 自相似分形测度的非整数阶微积分形式 
特别地，对于自相似分形，有 

00 )()( MMf   ， 1)1(  ；    （27） 
式中 )( 为 的函数。 

在严格的非整数阶微积分理论建立前，作为基于

分维微积分与分数阶微积分的自相似分形测度趋势性

计算方程的初步探讨，取 
1)(                              （28） 

以进行测度的简略估计；取 
1)(                            （29） 

以进行测度的细节趋势计算。 

非整数阶微分方程为 
1

00
1 )(d)(d     MMM ， 0)0( 0 MM ； 

（30） 
积分方程为 

0
1I)( MM   ， 0)0( 0 MM 。  （31） 

7.3 基于分维微积分的自相似分形测度趋势性方程 
依据方程（31）式及分维积分方程（19）式得 

 0
1fact)( MM   ， 1 ；     （32） 

其中 fact 为 的实数阶乘运算 

fact  


















。12,)int1(
;2),1int()int1(

int

1int

1

int







 i

i   

当 10  时， 0M 为M 在逆方向上的 1 维分

形测度，有 11  。根据方程（32）式得 
1111

0 fact)(
  MM ， 10  ； 

解得当 10  时自相似分形的测度计算方程为 
  0

11 fact)]([ MM   ， 10  ； 

故有基于分维微积分的自相似分形测度趋势性方程 













1,fact)(
10,fact)]([

0
1

0
11








M
M

M （33） 

当 25.0  时，方程（33）式可简化为 













0.20.1,)(
0.15.0,)]([

0
1

0
11








M
M

M （34） 

7.4 基于分数阶微积分的自相似分形测度趋势性方程 
对于分数阶导数，在保留整数阶导数的局域属性

情况下，依据方程（24）式有初值为 0时的积分为 
  xx 11 )]1([I   ， 1 ；     （35） 

由方程（31）、（35）二式，在 1 时得 
 0

1)]1()[( MM  ， 1 ；    （36） 

在 10  时，根据方程（36）式，有维数为 1 的

逆方向分形测度 
1111

0 )]1()[(
   MM ， 11  ；（37） 

解得 
  0

11 )]1([)]([ MM   ， 10  ；（38） 
故有基于分数阶微积分的自相似分形测度趋势性计算

方程形式 













1,)]1()[(
10,)]1([)]([

0
1

0
11








M
M

M   

（39） 
根据方程（33）、（39）二式可以对一些自相似分

形的测度进行趋势性计算。 
7.5 自相似分形计算的预置绝对维数及其测度表述 

将函数作为一种操作形式，则自相似分形测度计

算表明分形维数及测度为包含着无穷层面操作的整体

属性，其中测度具有积分守恒的相应性质；分形维数
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及测度直接刻画了有限次操作结果与无穷次操作结果

的区别，在极端情况下初步弥补目前数学归纳法的部

分不足。 

取下面初始测度q的内秉绝对维数为 0 ，有 

qq  )()1()1(
00   ，                 （40） 

式中初始测度q为常量， 0q ； )()1()1(
00
q  为测度

操作函数。 

若对方程（40）式计算时取预置绝对维数为 c0 ，

则有计算测度 

0)0()( )1(
0c0

)1(
c0c0

   ；      （41） 

qq  )()( )1(
0c0

)1(
c0c0   ；       （42） 

 )()( )1(
0c0

)1(
c0c0   ；    （43） 

进一步得有限 J 次操作后的计算测度形式 

0)0()( )(
0c0

)(
c0c0

 JJ
  ；       （44） 

qJqJJ )()()( )(
0c0

)(
c0c0

   ；   （45） 

 )()( )(
0c0

)(
c0c0

JJ
  ；    （46） 

式中 )(J 为与 J 及操作规则（或方式）相关的待定量。 

当操作无穷次生成自相似分形构造时，取生成此

自相似分形的相对维数为 R ，分形绝对维数  即为 

  R0 ； 

则在 0c0   情况下，依据测度方程（33）、（39）二

式有计算测度参考形式 

0)0()( )(
c0

)(
c0c0

 



  ；      （47） 

 


 R

c0c0 1
)(

c0
)( )0()( 

  q ；  （48） 

 


 )0()( )(
c0

)(
c0c0   ；     （49） 

在 0c0   情况下，依据测度方程（33）、（39）二式

有计算测度参考形式 

0)()( )(
c0

)(
c0c0

 


 q  ；      （50） 

qq  


 )()( )(
c0

)(
c0c0   ；      （51） 

 


 )()( )(
c0

)(
c0c0
q  ；     （52） 

在 0c0   情况下，依据测度方程（33）、（39）二式

有计算测度参考形式 

0)()( )(
c0

)(
c0c0

 



  ；     （53） 

 


 R

c0c0 2
)(

c0
)( )()( 

  q ； （54） 

 


 )()( )(
c0

)(
c0c0   ；   （55） 

其中方程（48）式为升维分形（ 1R  ）测度，方程

（54）式为降维分形（ 1R  ）测度，二式中 1 、 2
皆为与相对维数 R 相关的计算常量； 01 1   ，

12  ；方程（51）式是相对维数 1R  的分形，三

个绝对维数关系 0c0   ，故有测度不变表述。 

有限次操作结果与无穷次操作结果的过渡与区

别，是分形维数及测度的基本性质表现。 

 
8 几类典型自相似分形测度的趋势性计算 

8.1 Cantor 集合 

取其初始测度为 0L ，进行 3 等分，保留二端的 2
个闭集，去掉中间的 1 个开集，持续操作，得此 Cantor
三分集合生成维数 C 为 

631.0
3ln
2ln

C  ；               （56） 

由方程（34）、（39）二式分别得其测度 CM 为 
CCC

0
1

C
1

CC )]([   LM   

      












C
1

C
631.0

0

1
C

631.0
0

)(,585.1
1)(,185.1



L
L

       （57） 

CCC
0

1
C

1
CC )]1([)]([   LM    

      












C
1

C
631.0

0

1
C

631.0
0

)(,663.1
1)(,244.1



L
L

       （58） 

上述结果与目前采用覆盖方法得到 Cantor 三分集

合 Hausdorff 测度的研究结论是有所不同的。 
8.2 Koch 三次曲线及复合性 Cantor 集合 

取其初始测度为 0L ，生成维数 K 为 

262.1
3ln
4ln

K  ；               （59） 

由方程（34）、（39）二式分别得其测度 KM 为 
KK

0
1
KKK )(  LM    

      








1
KK

262.1
0

K
262.1

0

)(,746.0
1)(,941.0



L
L

       （60） 

K
0

1
KKK )]1()[(  LM    

      








1
KK

262.1
0

K
262.1

0

)(,696.0
1)(,877.0



L
L

       （61） 

将此集合四等分，保留二端的二个闭集部分，去

掉中间的二个，持续操作，新集合生成维数 KC 为 

5.0
4ln
2ln

KC  ，                 （62） 

由方程（34）、（39）二式及方程（60）、（61）二式分

别得其测度 KCM 为 
KCKCKC )941.0()]([ 262.1

0
1

KC
1

KCCK
  LM   

       












KC
1

KC
631.0

0

1
KC

631.0
0

)(,940.1
1)(,372.1



L
L

    （63） 

KCKCKC )877.0()]1([)]([ 262.1
0

1
KC

1
KCCK

  LM     













KC
1

KC
631.0

0

1
KC

631.0
0

)(,872.1
1)(,324.1



L
L

 （64） 

与方程（57）、（58）二式相比，可见由 Koch 三次
曲线生成的复合性 Cantor 集合测度分别大于由直线段
生成的 Cantor 集合测度。 
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8.3 Sierpinski 集合 

取其初始测度为 0.5 2
0L （在此其为一直角三角形

的 Euclid 面积），集合生成维数 S 为 

792.0
4ln
3ln

S  ，                 （65） 

由方程（34）、（39）二式分别得其测度 SM 为 
SSS )5.0()]([ 2

0
1

S
1

SS
  LM   













S
1

S
584.1

0

1
S

584.1
0

)(,729.0
1)(,606.0



L
L

       （66） 

SSS )5.0()]1([)]([ 2
0

1
S

1
SS

  LM    

      












S
1

S
584.1

0

1
S

584.1
0

)(,771.0
1)(,641.0



L
L

       （67） 

取一正方形初始测度为 2
0L ，将其 16 等分，保留 4

个顶点闭集部分，去掉其余 12 个部分，持续操作，集

合生成维数 SL 为 

50.0
16ln
4ln

SL  ，                 （68） 

由方程（34）、（39）二式分别得其测度 SLM 为 
LSLSSL )()]([ 2

0
1

LS
1

SLSL
  LM   













SL
1

SL0

1
SL0

)(,2
1)(,2



L
L

           （69） 

LSSLSL )()]1([)]([ 2
0

1
SL

1
SLSL

  LM    













SL
1

SL0

1
SL0

)(,2
1)(,2



L
L

           （70） 

将上述正方形 4 等分，于其上下面对称再分别生
成 2 闭集部分，共计 8 个闭集部分，持续操作，集合 
生成维数 SV 为 

50.1
4ln
8ln

VS  ，                （71） 

由方程（34）、（39）二式分别得其测度 SVM 为 
SVSV )()( 2

0
1
SVSVSV

 LM    

      








1
SVSV

3
0

SV
3
0

)(,544.0
1)(,816.0



L
L

       （72） 

SV)()]1()[( 2
0

1
SVSVSV

 LM    

      








1
SVSV

3
0

SV
3
0

)(,502.0
1)(,752.0



L
L

       （73） 

取一立方体的初始测度为 3
0L ，分别对其 27 等分、

保留 8 个顶点部分及 1 份中心部分共 9 份闭集、其余

18 个部分去掉、持续操作，对其 51283  等分、保留

8 个顶点部分闭集、其余去掉、持续操作，二个新集合

生成维数 VS 、 VL 分别为 

667.0
27ln
9ln

VS  ，              （74） 

333.0
512ln

8ln
VL  ；             （75） 

由方程（34）式、（33）式得其测度 VSM 、 VLM 为 
VSVSVS )()]([ 3

0
1

VS
1

VSVS
  LM   










 



VS
1

VS
2
0

1
VS

2
0

3

)(,5.1
1)(,5.1



L
L

      （76） 

VLVLVL )(fact)]([ 3
0

1
VL

1
VLVL

  LM   










 



VL
1

VL0

1
VL0

3

)(,621.2
1)(,6



L
L     （77） 

由方程（39）式得其测度 VSM 、 VLM 为 
SVVSVS )()]1([)]([ 3

0
1

VS
1

VSVS
  LM    










 



VS
1

VS
2
0

1
VS

2
0

)(,584.1
1)(,209.1



L
L

     （78） 

VLVLVL )()]1([)]([ 3
0

1
VL

1
VLVL

  LM    










 



VL
1

VL0

1
VL0

3

)(,621.2
1)(,6



L
L     （79） 

分析表明上述分别基于分维微积分与分数阶微积
分的自相似分形测度方程（33）式与（39）式皆为趋
势性计算，其中分数阶微积分比分维微积分计算准确。 

上述分析从分形测度计算方面亦初步表明分维微
积分与分数阶微积分都是未来真正的非整数阶微积分
理论的趋势性形式描述；在尚未建立真正的非整数阶
微积分前，此仅供在进一步依据分数阶微积分讨论宇
宙分维构造特征时于趋势性层面上参考。 

从物质构造角度考察，如果宇宙是呈现分维构造
性质的，则在所考察的物质构造层面上应表现出一些
周期性的嵌套规律。下面通过对原子核内中子与质子
趋势关系的分析，探讨这种周期性嵌套规律的可能表
述形式，以为对宇宙分维构造提供微许诠释补注。 

9 原子核内中子与质子间的趋势方程 

目前关于原子序数方面的研究结论基本是基于壳
层理论及“幻数”序列进行探讨分析的，而“幻数”
则是由具体长寿命的稳定原子序数确定的，但其未能
给出原子序数的可能极限值。下面通过对原子核内中
子与质子数据的统计分析，初步给出原子核内中子与
质子的趋势关系，并探讨原子序数的可能极限值。 

在数据趋势性拟合处理分析方向，将中子数N 与
质子数Z 平滑等效为渐变连续参量，计算结果取为自
然数。通过对已有各种原子核（稳定核、天然放射核、
人为放射核）内中子与质子数据的分析，可初步给出
核内中子数N 与质子数Z 之间趋势方程简略形式为 

0
d
d

2
2

1   N
Z
N

， 0)1( ZN    （80） 

式中常量 5
1 10646.3  ， 344.12  。 

方程（80）式的数学获得过程为，首先确定原子

核（含稳定核、天然放射核及人为放射核）内中子数

与质子数的条带坐标关系，得到条带宽为在 6 个中子
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附近波动的中子条带—质子关系；其次确定中子条带

的中线，得到中子中线—质子关系；第三步进行趋势

性拟合方程 

),(
d
d

1
NZf

Z
N
i

ij

i
i 



  ，             （81） 

与中子中线－质子关系数据的拟合分析处理，一般可

取 i 为待定常量、 2j 、 ),( NZf 为Z 与 N 的多项

式，即可获得微分方程（80）式；然后求方程（80）
式的解，得到其一周期解的具体方程形式为 

)]1(007.0tan[192  ZN  ；          （82） 
最后对比方程解与原中子中线－质子关系数据的误

差。数据对比结果表明，方程（82）式与原子核内中

子相对质子数量对应的趋势关系是吻合的。 
当在多参量情况时，拟合方程（81）式可相应地

采用偏微分形式， i 、 ),( NZf 可取多种函数形式，

其过程亦适于其它一些自然现象数据曲线的微分方程

获得，尤其是对于物理学原理尚未完全涉及的自然现

象演化过程，或对已有基础原理进行并行理论分析探

讨时可参照使用。 
根据趋势性周期方程（82）式，当 

)1()1(007.0  kZ  
与 

 5.0)1()1(007.0  kZ  
时，可得中子数N 的最小值 SkN 与极限值 EkN 分别为 

0S kN ，                          （83） 
EkN ；                       （84） 

这里 k为自然数， 1k ；故得相应的原子序数Z 的起

始值 SkZ 、终止值（或极限值） EkZ 及相邻大周期间

隔 ILPkZ 分别为 
1)1(143S  kZk ，             （85） 

1)5.0(143E  kZk ，           （86） 
1)1()1( ES1ILP   kkk ZZZ  

22415.0143   。        （87） 
由方程（85）、（86）二式，当 1k 时，得该大周

期内的原子序数起始值 S1Z 与终止值 E1Z 分别为 
1S1 Z ，                           （88） 
225E1 Z ；                        （89） 

当 2k 时，得可能存在的该大周期内的原子序数起始

值 S2Z 与终止值 E2Z 分别为 
450S2 Z ，                        （90） 
674E2 Z 。                        （91） 

与目前已存在的 1k 时的第一个大周期内已有

原子核性质不同，在这可能存在的 2k 时的第二个大

周期内起始阶段，核内质子数目远大于中子数目。而

当原子序数Z 在 226～449 之间时，中子数 0N ，则

没有相应的稳定核素分布。 
应该指出，上述趋势关系方程的物理内涵还不为

我们所深刻了解，其讨论亦仅是基于对已有原子核内

中子与质子数据进行统计分析得出的，深刻的原理层

面的原因仍是未知的。 

Newton 微积分理论的思想核心是属于机械论性
质的，与 Newton 力学体系紧密相适应；即微积分理论
中的激励函数、微分方程、积分方程，对应着力学体
系的作用力、演化、守恒；随后依照 Newton 力学模式
建立的诸多线性或非线性理论，本质上都有着一定程
度的机械论内核，带有可还原及趋势决定成分。探索
与 Newton 微积分理论并行、且可相互变换的数学框
架，在 Newton 力学体系里难解的现象演化过程，在新
的框架下容易求解，尤其对多层面的整合描述具有很
好的覆盖或贯穿优势，此是未来发展的重要方向。 

上述讨论分析表明，已有的元素周期表[12]描述的
是各个局部结构的周期规律，在更大的构造尺度层面
上还有与该构造尺度相应的（在该层面上本俱的）周
期性（或准周期性）规律，诸多局部的周期性构造形
成较大尺度层面上的周期性构造，进一步融合还原分
析与层面分析二种方法，探究相变发生条件及演化过
程规律，对于深入研究宇宙分维构造具有启示意义。 

10 结 论 

本文初步探讨了宇宙分维构造（或理想情况下的
宇宙分形构造），给出了基于幂函数分维微积分及分数
阶微积分的自相似分形测度趋势计算方程，并通过原
子核内中子与质子间的趋势关系方程，探讨了局部的
周期性构造形成较大尺度层面上的周期性构造规律。 

本文在分维微积分方面的描述仅是针对类如幂函
数形式的趋势讨论，包含着诸多脱漏及错误，远不具
有解析基础性质。到目前分数阶微积分的研究已经有
300 多年的历程，积累了诸多的理论及应用研究成果，
在真正的非整数阶微积分未建立前，进一步的研究工
作还宜继续应用分数阶微积分及基于分数阶微积分的
分形测度对宇宙分维构造予以趋势层面探讨。较为理
想的期望是不太漫长的歧路终究能够交汇在大道上。 
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