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关于对无穷予以虚数形式标记的初步注释 

阎 坤 

西安现代非线性科学应用研究所  西安 710061 

摘  要：给出对无穷予以虚数形式标记的初步讨论注释。 

关键词：无穷，0，ln0，虚数形式，标记，注释，Euler 公式 

无穷是自然科学理论及现象描述中的重要概念及思想。下面通过引入一常数角度，然

后依据 Euler 公式，给出对无穷予以虚数形式标记的初步讨论注释。 

这是一篇处于数学边缘地带充满矛盾和脱漏、乃至错误及悖论的注释性短文。 

引入一常数角度 s（ spirit:s ），其正切值为 

is tan ， 1i                                                 （1） 
则常数角度 s的最简洁表示形式为 

is arctan ，                                                （2） 
s的一般形式则为 

ins arctan  ，                                                   （3） 
式中n为自然数； ,3,2,1,0n 。 

由（1）式得 

i
s
ss 

cos
sintan ，                                                  （4） 

继而得 
1tan2 s ；                                                         （5） 
sis cossin  ；                                                       （6） 

即有 
0sincos  sis 。                                                    （7） 

根据 Euler 公式 
 sincos)exp( ii  ；                                         （8） 

对于（8）式，当取 s 时，结合方程（7）式得 
0)arctanexp()exp(  iiis ；                                         （9） 

即有 
iiarctan ，                                                      （10） 

iis  arctan 。                                                  （11） 
方程（9）～（11）三式表明 is是对负无穷大（  ）予以虚数形式的标记。 

一般地，根据方程（8）式，得 
)sin()cos()exp(  iiiii  ，                                       （12） 

即 
)sin()cos()exp(  iii  ，                                       （13） 

)sin()cos(exp  iii  ；                                           （14） 
得 

 cosh)]exp([exp5.0)cos( i ，                              （15） 
 sinh)]exp([exp5.0)sin( iii  ，                             （16） 
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cosh
sinh

)exp(exp
)exp(exp

)cos(
)sin()tan( iii

i
ii 




 。              （17） 

当取 si  时，由方程（17）式得 
)tanh()tanh(tan isiisis  ，                                     （18） 

进而结合（1）式得 

)exp()exp(
)exp()exp(

isis
isisii



 ；                                          （19） 
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解得表述形式 
0)arctanexp()exp(  iiis ，                                        （20） 

即有 
iiarctan ，                                                     （21） 

iis  arctan 。                                                （22） 

根据方程（6）式得 

0sincos 22  ss ；                                                  （23） 
显然方程（23）式与下面已知的恒等式方程 

1sincos 22  ss                                                      （24） 
是明显不同的，已经处在运算规则的边缘地带，矛盾、错误及悖论隐约显现。 

当依据方程（24）式时，则结合方程（5）式可得 

0tan1
cos

1 2
2  s
s

；                                              （25） 

再结合（15）式得 

0
)]exp()[exp(25.0

1
)(cosh

1
cos

1
222 




isisiss
，                    （26） 

即 

0
)]2exp(1[
)2exp(4

2 

is
is

；                                                （27） 

或 

0
]1)2[exp(

)2exp(4
2 is

is
。                                                 （28） 

由方程（28）式解得表述形式 
0)arctanexp()exp(  iiis ；                                       （29） 

即有 
iiarctan ，                                                     （30） 

iis  arctan 。                                                  （31） 
方程（9）～（11）三式、方程（20）～（22）三式、方程（29）～（31）三式，三组

方程表述形式相同，其仅是对无穷予以虚数形式的标记，不改变无穷的原本性质。 

作为运算标记的初步讨论，根据（9）式，可得 0 的一种细化运算标记为 
)arctanexp(0 ii ；                                                  （32） 

进而得相关标记形式 

)arctanexp(0 ii  ，                                                 （33） 

)exp(arctan0 ii  ，                                                 （34） 

)arctanexp(0 1 ii ，                                                （35） 

1)arctanexp()arctanexp(00 1   iiii ，                             （36） 

iiarctan0ln  ；                                                     （37） 
其一般形式为 

iin )arctan(0ln    。                                              （38） 

因 )1ln( 与 )1ln( 皆早前已由 Euler 公式导出为已知表述，则结合方程（38）式，即

可得 )1ln( 、 0ln 、 )1ln( 表述式及标记形式的谱系为 

in2)1ln(  ；                                                     （39） 

iin )arctan(0ln   ；                                            （40） 

in )12()1ln(  。                                                 （41） 
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相对于几何形态，方程（1）式或（4）式的简单表述是一角 s的直角三角形其邻边 CPa 、

对边 CPb 、斜边 CPc 方程分别为 

)( 2CP1CPCP iaaza  ，                                               （42） 

)( 2CP1CPCP ibbzb  ，                                               （43） 
2
CP

2
CP

2
CP bac  ；                                                   （44） 

且有 

i
iaa
ibb

iaaz
ibbz

a
bs 









2CP1CP

2CP1CP

2CP1CP

2CP1CP
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CP

)(
)(

tan ；                       （45） 

这里 z为复数， izzz 21  ； 1CPa 、 2CPa 、 1CPb 、 2CPb 、 1z 、 2z 为常数； 02
2CP

2
1CP  aa ，

02
2CP

2
1CP  bb ， 02

2
2
1  zz 。 

由方程（45）式得 
iaaiiaaibb 1CP2CP2CP1CP2CP1CP )(  ，                           （46） 

则 

2CP1CP ab  ， 1CP2CP ab  ；                                          （47） 

方程（42）式～（44）式成为 

)( 2CP1CPCP iaaza  ，                                               （48） 

)( 1CP2CPCP iaazb  ，                                            （49） 
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

                                                      

0 ；                                                            （50） 

得斜边 CPc 的二个简单表述为 

0CP c  或 )arctan5.0exp(CP iic  ；                                 （51） 

也即相对于几何形态，方程（1）式或（4）式的简单表述是一角 s的直角三角形其邻边 CPa 、

对边 CPb 、斜边 CPc 方程分别为 

)( 2CP1CPCP iaaza  ， )( 1CP2CPCP iaazb  ， 0CP c 或 )arctan5.0exp(CP iic  。（52） 

特别地，当 iaaz 2CP1CP  时，由方程（42）式及（43）式得此一角 s的直角三角形其

邻边 CPa 、对边 CPb 、斜边 CPc 方程分别为 

2
2CP

2
1CPCP aaa  ， iaab )( 2

2CP
2

1CPCP  ， 0CP c  或 )arctan5.0exp(CP iic  ；（53）  

而当 iaaz 1CP2CP  时，此一角 s的直角三角形其邻边 CPa 、对边 CPb 、斜边 CPc 方程则分

别为 

iaaa )( 2
2CP

2
1CPCP  ， 2

2CP
2

1CPCP aab  ， 0CP c 或 )arctan5.0exp(CP iic  。（54） 

更为特别地，当 12
2CP

2
1CP  aa 时，方程（53）式所对应的一角 s的直角三角形其邻边

CPa 、对边 CPb 、斜边 CPc 方程分别为 

1CP a ， ib CP ， 0CP c  或 )arctan5.0exp(CP iic  ；                 （55） 

而此时方程（54）式所对应的一角 s的直角三角形其邻边 CPa 、对边 CPb 、斜边 CPc 方程分

别为 

ia CP ， 1CP b ， 0CP c  或 )arctan5.0exp(CP iic  。               （56） 
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引入无穷的虚数形式标记，会带来运算表述的差异，诸如方程（23）式。其一方面，

对于任何 ，皆有 
0)( 1111    ；                                        （57） 

另一方面，若 
1111 0)11(    ， 11 1                           （58） 

则有 








 

0,1
0,0

0)( 11111




                         （59） 

方程（59）式指出当0 的乘法逆元等于 10 时，则 10 的加法逆元不等于 10 。这表明

对无穷予以虚数形式标记推演能力较弱，处于运算体系边缘，乃至于后面，谬误及悖论开

始呈现。 
作为初步讨论，在至为简略层面，有区间运算方程 

],[],(),[ aaaaaa  ；                                            （60） 
),[),(),[ aaaaaa  ；                                         （61） 
],(),(],( aaaaaa  ；                                         （62） 
],[),(],[ aaaaaa  。                                         （63） 

若以实数区间长度标记论0 ，即在相对维数 1D 论 0 时，如区间 ],[ ba 的长度，则有 
abba D 1],[ ， ba                                               （64） 

其中当 ba  时 
abbabababa DDDD   1111 ],[),(),[],( ；                       （65） 

以及当 ba  时，在大略轮廓层面上有 
0],[ 1  aaaa D ，                                               （66） 
0),[ 1  aaaa D ，                                                （67） 
0],( 1  aaaa D ，                                               （68） 
0),( 1  aaaa D 。                                                （69） 

而在相对维数 0D 论 0 时，如区间 ],[ ba 的点数标记，则有 
0],[ Dba ， ba                                                  （70） 

以及当 ba  时有大略轮廓层面上的可区分表述的标记形式 
1],[ 0 Daa ，                                                   （71） 

5.0),[ 0 Daa ，                                                  （72） 

5.0],( 0 Daa ，                                               （73） 

0),( 0 Daa ；                                                 （74） 
即在标记层面有 

000 ),(],(],[   DDD aaaaaa ， 000 ),(),[],[   DDD aaaaaa 。         （75） 

统论之并兼顾细化层面，若以相对维数 0D 论0 时，则 0],[ Daa 有一个点，没有邻域，

而在相对维数 1D 时 1],[ Daa 有一个0 ； 0],( Daa 及 0),[ Daa 皆是不足一个点，而在相对

维数 1D 时 1],( Daa 及 1),[ Daa 则于细节层面上即为不到一个0 ； 0),( Daa 是彻底没有一

个点，在相对维数 1D 时 1),( Daa 则于细节层面上即完全没有0 ；即在细节层面上，有 

111 ),(],(],[   DDD aaaaaa ， 111 ),(),[],[   DDD aaaaaa ；          （76） 
如此进一步地作为对可区分 0 的细化标记探讨，现标记 1),( Daa 为 A ( anatta:A )，即 

Aaa D 1),( ；                                                      （77） 
则有隐含矛盾及悖论的具有小于0 的非负数细化标记形式 

Aaa D  1],(0 ， Aaa D  1),[0 。                             （78） 
较为一般地，在相对维数 0D 时有兼顾大略轮廓及细化二个层面的通用表述为 

000 ),(],(],[   DDD aaaaaa ， 000 ),(),[],[   DDD aaaaaa 。         （79） 
这在基本描述上又近似地回到了众所周知的“0 ”是由印度学者于公元 6 世纪前后从

用黑点“·”标记逐渐演变普及（如 Brahmagupta 的历算书）而来的一支历史发展脉络中。 
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依据方程（34）、（78）二式可初步得关于对无穷予以标记的延伸表述 
)exp(],( 1

1
1 isaaA D  


 ， )exp(),[ 1

1
1 isaaA D  


 。                 （80） 

分析表明，虽然（2）、（77）二式中的 s、 A源出于虚数、实数，能够参与部分运算，
但由于不完全具有一般虚数、实数的性质，故其都只是与0 或无穷紧密联系的似数标记。 

数学发展到今天，机械论的内核思想仍然在起着主导作用，并在未来的一段时期仍将
继续下去。机械论思想有其显著的直观朴素的优势，拆解重组、变换叠加、进退有据。 

考虑先暂时放下目前测度论等相关研究结论，初步给出一显著偏离目前主流数学研究
框架、几乎充满脱漏（乃至极端偏差）并较为直接朴素的探讨方向，为已有理论提供微许
并行支持，为未来理论提供点滴构造参考；其中内容若前人已有相关类似的严谨研究结论，
则宜以前人表述的严谨结论为主。 

A 引入点的近零动态邻域概念 
点作为位置抽象，诸多点的排列累积仍不具有线的整体属性，也即是，线在包含点的

机械静态集合之外，还具有点的机械静态集合所完全不具有的特性，即使是趋于无穷小的
线段微元仍然具有点的静态集合所不能完全表示的作为线的性质。 

引入点的近零动态邻域等特征，或是进一步深入刻画点与线关系的途径之一。 
点的近零动态邻域定义：每一数值空间点，都有其趋近于零的动态邻域。 
点的近零动态邻域的部分性质： 
a 点的近零动态邻域为点本身所动态覆盖； 
b 相邻点的近零动态邻域具有叠加性。 
如此，线是由诸点通过在其近零动态邻域的叠加排列构成；当然，无论如何，线仍然

具有诸点排列所不能完全替代的部分特征，这是层面变化导致的差别。 
这一概念的显著缺陷为，没有进一步给出点的近零动态邻域构成、性质，点如何动态

覆盖，及相邻点如何在邻域叠加等内容。 
B 临界自然数的性质 
一般地，描述数据量一是有界、有限数，即总是小于或等于预先给定的任意确定数；

二是无穷大，即总是大于预先给定的任意确定数；三是 Cantor 的超限数，即大于所有有限
数，但不必定绝对无限的基数（以能够有效进行多个“无穷大”量之间的比较）。 

临界自然数概念类似于超限数，旨在描述介于有限数与无穷大之间的数据量或数值状
态。 

临界自然数定义为总是远大于预先给定的任意大的有限或有界确定数，同时亦总是小
于无穷大。 

取预先给定任意确定数为 PM ，则临界自然数 CN 为 

 CP NM 。                                                  （81） 

临界自然数 CN 总是小于无穷大，是因为趋于无穷大时，原来描述层面及其性质将发生

变化。 
C 任何二个不同的有理数点之间都有临界 CN 个有理数点，细化构造具有近似分形特征。 

朴素简洁地，直接以实数 x轴为例，取任意二个不同的有理数 Sr 、 Er 的区域 ],[ ES rr ，

则有诸有理数点 jr 为 

n
jrrjnrj ES)( 

 ， 1to1  nj                                   （82） 

式中n、 j为自然数， 2n 。 
当 n为任何有限的自然数时， jr 皆为有理数点；当 n 时， jr 的性质则趋向于无

理数点；即只要 n小于无穷大，则在任意二个不同的有理数点之间，都有仅小于无穷大个

有理数点。进一步细化，在这 n个有理数点中任何二个相邻的有理数点之间，仍然具有小

于无穷大个有理数点；如此 CN 次嵌套，则细化后的有理数点数量超过任意预先给定的确定

数；但若嵌套次数趋于无穷大，则有理数点的性质将向无理数点转化；即得在任意二个不

同的有理数点之间，都有 CN 个有理数点；此细化过程诸层次第嵌套，具有近似分形构造特

征。 
D 任何二个不同的无理数点之间都有 CN 个有理数点，有理数点作为分隔点较为孤立。 

仍然简洁地，以实数 x轴为例，取任意二个不同的无理数 SI 、 EI ，其构成的区间为

],[ ES II ，有区间间隔 I 为 

0SE  III ；                                                  （83） 
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即可在区域 ],[ ES II 中生成有理数点 ISr 、 IEr 的区域 ],[ IEIS rr  

]dtru[ 1
IS IaIr S   ，                                             （84） 

]dtru[ 1
EIE IaIr   ；                                             （85） 

这里系数 2a 为实数， ]tru[ 为对数值的有限项截断取值， ]dtru[ 为若干不同数值的有

限项差别截断取值；一般在显著差别时可考虑取实数 5.2a ，有 
IaIIaI   1

S
1

E 。                                             （86） 

有限项差别截断取值即是保证截断后生成的有理数点 ISr 、 IEr 与 SI 、 EI 满足如下关系 

SIS Ir  ， EIE Ir  ， IEIS rr  ；                                         （87） 
即是在任何二个不同的无理数点构成的区间内，都存在有理数点构成的区间。 

因有理数点 ISr 、 IEr 的区域 ],[ IEIS rr 中含有 CN 个有理数点，所以在其外延的无理数 SI 、

EI 的区间 ],[ ES II 中包含有 CN 个有理数点。 
在与无理数点进行近零动态邻域相叠加的相邻数据点，具有无理数点的较大成分特征，

然后无理数点特征的成分逐渐减弱，次第过渡到有理数点，由有理数点分隔无理数点的影

响区域；也即，与无理数点的特征区域相比较，有理数点作为无理数点影响区域之间的分

隔点，较为孤立；与此直接等效的结论是，无理数点的近零动态邻域大于有理数点的近零

动态邻域，其几乎直接支持无理数点比有理数点稠密的论述。 
E 展望复变函数阶（或复变函数维）微积分及其几何意义 
数学，是逻辑标记性的开放理论体系；这其中，构造大于解析，解析大于计算，计算

蕴育新的构造，而构造则与悖论伴生。截止到目前，在诸多数学成就高峰中，微积分的思

想和成就仍然是数学的峰巅之一，为诸多分支方向提供了参考框架，若结合点的近零动态

邻域构造等内容进一步给出复变函数阶（或复变函数维）微积分形式及其几何意义，则将

为诸如真空背景及其能量形式、质量来源及其分布间隙、粒子生成及湮灭等更广泛的自然

现象演化过程提供更强有力的描述途径。 
仍需指出，上述内容存在着诸多矛盾、脱漏，乃至错误及悖论，并不是严谨的数学解

析论述，其阐释过程及初步结论的极端出格乃至明显谬误之处谨供偶有闲暇时随依清风抚

卷会心一笑。偶尔思索下生命的流逝，会感觉到对此世生命尽头之后的迁徙把握更为重要。 
数学理论内涵包括几何思想代数表示，代数思想几何表示；即代数思想几何化，几何

思想代数化；变换，映射；0 和无穷，1 和 i。在进行自然现象描述时，简化为函数，微分，

积分；动力学系统表现形式则为激励、演化、守恒三位一体。其中，无穷这一动态概念及

思想贯穿始终，构造与悖论相互交织包含、转化促进。 

在现象演化过程，0 亦表示相互作用及自持续的动态平衡。在一般大略方面，“0”乃“无”

之占位符，意有“无”；若无“无”，则亦不需“0”出现，等等；如此涉入言辞嵌套递进过

程。无穷弥于无穷之外，含摄于 0 之内，介于可言与不可言之间，隐现于由科学思想导入

智慧义趣之中。在自然远景方向，对物理学、数学等领域做出根本贡献，从现象、思想、

真性起善至一切智、道种智、一切种智。一表观描述是，现象界真空的无穷层面背景近于

Newton 绝对空间，绝对空间的无穷层面背景趋于 Siddhartha 法界；法界圆融，远超越数理

逻辑及言语意识。如是浩繁著述多为理解自然图景所引入的中间参量或辅助线。旷劫沙等

恒河沙世界，刹那流迁微尘中微尘。 

科学仅是一个台阶；走进并继而走出科学，在新的层面回望，会发觉科学只是一个概念。 
给无穷予以标记及适当讨论注释，对无穷之间的初步关联分析仅具有基本意义。 
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