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数据曲线间断区域的自适应连接方程研究 

阎 坤 
( 西安现代非线性科学应用研究所  西安 710061 ) 

摘  要：通过讨论非线性动力学方程的近似等效解析解及数据曲线间断区域的性质，给出间断区域的自适应连接方程构造形
式及其参数确定的预置迭代方法，进而亦给出一般曲线间断区域的映射方程组连接方法，随后给出计算实例，其中包括位错
间断区域与回转间断区域的映射方程组及光滑连接曲线。此自适应连接方程，可以作为经典 S 型曲线方程或 Logistic 函数的一

般扩展形式（扩展型双曲正切函数）予以应用；其中对于缓变数据曲线阶跃间断区域，可自动计算生成连接方程形式。文中
分析了非线性方程在经典 Newton 动力学方程及 RLC 串联电路电荷方程方面的兼容性；基于自适应连接方程探讨分析了自然
现象演化系列相变函数的一种扩展型双曲正切级数近似表示形式、磁性材料磁滞回线方程、粒子统计分布的平均能量方程扩
展形式及平均粒子数趋势性微分方程、稳定核素比结合能趋势方程、核素结合能的理论最大值及其相应质子数、太阳系元素
丰度的趋势方程、势能函数曲线趋势方程（诸如双原子分子势能函数曲线方程）、自然饱和过程方程（诸如钢材料断裂韧性方
程）及金属或岩石蠕变过程方程。 

关键词：非线性动力学方程，数据曲线间断区域，自适应连接方程，映射连接方程，磁滞回线方程，粒子统计分布方程，比

结合能方程，太阳系元素丰度方程，势能函数曲线方程，自然饱和过程方程，蠕变过程方程 

Research on adaptive connection equation in discontinuous area of data curve 
YAN Kun 

( Xi’an Modern Nonlinear Science Applying Institute, Xi’an 710061, China ) 
Abstract  In this paper, by discussing approximate equivalent analytical solution of nonlinear dynamics equation and some properties 
in discontinuous area of data curve, a general constructing form of adaptive connection equation and preset iteration method determining 
parameters in discontinuous area are given. And then, a connecting method of the mapping equations for the discontinuous areas of 
general curves is also given. Subsequently, computing examples which included the discontinuous areas with dislocation and turn-back 
are given too. This adaptive connection equation can be applied as a general form of expansion (extended hyperbolic tangent function) 
of the classical S-curve (sigmoid curve) equation or Logistic function, and for step discontinuous area of slowly varying data curve, its 
form of the adaptive connection equation can be obtained by automatic calculating. In this paper, compatibility of the nonlinear equation 
in classical Newton dynamic equation and the charge equation of the RLC series circuit is analyzed. Basing on the form of the adaptive 
connection equation, an approximate expression of extended hyperbolic tangent series for the characteristic function of the series phases 
transition of the evolution of phenomena, equations of magnetic hysteresis loop for magnetic material, extended form of average energy 
equation (or Einstein-Stern equation) and tendency differential equation of the average particle number for the statistical distributions of 
the particles, equation of average binding energy per nucleon (or specific binding energy) of stable nuclide, a theoretical maximum of 
the nuclear binding energy and its corresponding proton number, abundances equation of elements in the Solar System, curvilinear 
equation of potential energy function (such as curvilinear equation of potential energy function of diatomic molecule, etc), equation of 
natural saturation process (such as tree growth and physical reaction or chemical reaction process, equation of fracture toughness for 
steel material, etc) and equation of typical creep process for metal or rock material are explored and analyzed tentatively.  
Keywords  nonlinear dynamics equation, discontinuous area of data curve, adaptive connection equation, connecting method of the 
mapping equations, equations of magnetic hysteresis loop, equation of statistical distributions of the particles, equation of average 
binding energy per nucleon, abundances equation of elements in Solar System, curvilinear equation of potential energy function, 
equation of natural saturation process, equation of creep process 

0 引  言 

在自然科学及工程技术的诸多领域，对数据曲线间
断区域或等效间断区域予以描述是很重要的研究方向，
其尤以确定连接方程构造形式及参数计算方法为关键。 

本文通过对非线性方程近似等效解析解及数据曲线
在间断区域的讨论，采用趋势分析途径[1]，给出自适应连
接方程构造形式及参数的预置迭代计算方法，进而给出
一般曲线间断区域的映射方程组连接方法，实例计算表
明连接效果很好。本文提出了现象演化状态间转变方程，
其一般遵循最优光滑曲线路径方程形式的原则；给出并
分析了非线性 Newton 动力学方程、包含二种新的非线性
电路元件的 RLCNG 串联电路方程、自然现象演化系列
相变特征函数的扩展型双曲正切级数表示形式及自然演
化平衡法则、粒子统计分布的平均能量方程扩展形式、
稳定核素比结合能方程、核素结合能最大值及其质子数、
太阳系元素丰度方程、饱和及蠕变过程方程等相关内容。 

与 Bézier 曲线方程及相关方法等[2~4]比较，本文方法
主要侧重于数据曲线间断区域的自适应连接、或光滑穿过
折线区域，其可直接应用到对类如时间序列局部折线及阶
跃数据进行自适应光滑处理、曲线间断区域或缠绕区域
（等效间断区域）的非线性动力学方程趋势分析描述及简
化处理、数据主曲线优化与回归分析融合等方面。 

1 数据曲线间断区域的自适应连接方程形式构造 

1.1 非线性动力学方程的一种简洁形式及其兼容性 
对于自然现象演化过程，其多变量微分方程组在消元

简化后再略去高阶项，可部分地表述为一非线性方程形式 

EE
3

3
2

21IE2

2

21 d
d

d
d   yyy

x
y

x
y

，（1） 

式中 x 、y 为关联参量，或复合参量； 1 、 2 、 1 、 2 、

3 皆为关于 x 、 y 的系函数； IE 为内激励函数， EE 为

外激励函数。 
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方程（1）式作为描述现象演化过程多变量微分方程
组的消元后简化或近似形式，亦可将部分非渐变连续参
量拓展为等效渐变连续参量予以趋势性刻画；其中多项
式部分可视为一待定函数的三阶Taylor级数展开近似式。 

方程（1）式兼容 Newton 动力学位移 y －时间 t 方
程、RLC 串联电路电荷量Q－时间 t 方程为 
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在方程（2）式中 0m 、 0 、 0k 分别为质点质量、介质阻

力系数、介质弹性系数， EEF 为作用力； IEb 为自激励函

数； 0n 、 0g 为非线性极限系数；当 00 n 、 00 g 时，

方程（2）式转化为经典 Newton 动力学方程形式 
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在方程（3）式中 0L 、 0R 、 0C 分别为串联电路中的电感

值、电阻值、电容值， EEU 为电压源激励函数； IES 为自

激励函数，拟此等效元件名称为“电态元件，statransor”，
文字及图形符号为“S， ”，电压方程 IES SU  ； 0N 、

0G 为非线性元件特征值，其都具有构成新型非线性电子

存 储器及高 灵敏度传 感器的特 性 ， 0N 量 纲为

[ 352 Akgsm  ]，拟其名称为“电存器，nonlinstor”，文字

及图形符号为“N， ”，电压方程为 
2

0N QNU  ；                           （5） 

0G 量纲为 [ 462 Akgsm  ] ，拟其名称为“电敏器，

geomsentor”，文字及图形符号为“G， ”，电压方

程为 
3

0G QGU  ；                           （6） 

当 00 N 、 00 G 时，方程（3）式即由 RLCNG 串联

电路方程转化为经典 RLC 串联电路方程形式 
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对方程（2）式，当 0 、 0k 、 0g 皆为0 时，有方程 
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当 0m 、 0n 、 IEb 、 EEF 为常量时，积分上式解得能量方程 
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这里 E 为能量待定常量；在 00 n 、 IEEE bF  、 0E 
时，即得位移 y 、速度 nV 、加速度 ng 的解为 
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式中 cV n ， c 为真空中光速， 0t 为时间待定常量。 

对于电存元件（或电存器），考虑Q为简谐波函数形

式 
]2cos[ 000   tfQQ ， 

这里 0Q 、 1
N0
 Tf 及 0 分别为Q的简谐波函数电荷量振

幅、频率及初始相位， NT 为简谐波周期。 

由方程（5）式得电存元件的电流有效值 NeffI 及电压

有效值 NeffU 分别为 
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则电存元件的阻抗 NZ 为 
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即得由微分方程（3）式引入的电存元件具有非线性、高

通、变频及关联电荷的性质。 
对于（1）式，取 02  、 01  、 03  ，且 1 、

IE 、 1 、 2 、 EE 皆为常量；当 02  时有简化形式 
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该方程的解为 
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式中 0x 、 0 为常量； 00 )( yxxy  ， 1

210 5.0  y ；

1
2

2
1E 25.0   ， IEEEE   。 

方程（14）式当 02 � 时得进一步简化的方程形式 
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其解为 
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（17） 
显然解（15）式中的双曲正切函数可进一步转化表

示为 
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方程（18）式中 0x 、 0y 为曲线拐点坐标， 00 )( yxxy  ；

即得方程（18）式在 Ay 0 时其为描述经典 S 型曲线的

Logistic 函数表述形式 
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1.2 数据曲线间断区域的性质及连接方程形式构造方法 

数学，普适构造与逻辑解析二者相辅相成，几何思
想代数化与代数思想几何化之间交相辉映，其部分要旨
即是将 0 及无穷皆变换或映射为可区分的有限量形式；
在临近层面，普适构造以逻辑解析为内核，逻辑解析以
普适构造为本底；以朴直的线性构造为始，然后将线性
在同一层面或临近层面逻辑拓展成更为一般的非线性形
式，再将非线性形式解析变换为另一层面的简洁线性运
算模式；在整体上构造高于解析，解析高于计算，构造
与悖论同在，悖论隐含新的构造，新的构造亦隐含新的
悖论；解析由计算来验证，构造以解析为骨架，深刻的
具有颠覆性的悖论即若隐若现于构造之中，构造与悖论
一体演进；且诸多数学方程描述，都有一类自然现象演
化过程与之相对应，所需要的是给出相应的引导方向及
揭示途径；这是数学的根本法则，是数学的主旋律，使
得数学既可动态自成体系，同时又在广泛应用于其它学
科领域进行深入阐释延展的过程中相互促进共同发展。 

对于数据曲线间断区域，取始点为 ),(P SSS yx ，其

左邻域一点取为 ),(P SSS  yx ；终点为 ),(P EEE yx ，其

右邻域一点取为 ),(P EEE  yx ； ES xx  ；则有始点局

部平均斜率 Sk 、终点局部平均斜率 Ek 分别为 
1

SSSSS ]][[ 
  xxyyk ，             （20） 

1
EEEEE ]][[ 

  xxyyk ；            （21） 

而从间断始点到终点的斜率则为 
1

SESESE ]][[  xxyyk 。             （22） 

取数据曲线间断区域平衡点（综合平衡点）坐标 0x 、

0y 及其幅值 A 的预置试算值 pv0x 、 pv0y 、 pvA 分别为 

)( ES1pv0 xxgx  ，                    （23） 

)( ES2pv0 yygy  ，                    （24） 

)( SE3pv yygA  ；                   （25） 

这里 1g 、 2g 、 3g 为平衡点坐标计算系数；根据曲线间断

区域的具体情况取值在 0.4～0.6，一般地取值为 0.5。 
在数据曲线间断区域的连接曲线方程 )(xfy  形式

构造方向，可根据具体间断区域于始点局部平均斜率及终

点局部平均斜率的特征构造多种连接曲线方程形式；其中

简洁地，可将连接方程在二个端点局部平均斜率近似取为

具有广泛适应性的指数函数形式 
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式中 S 、 E 分别为连接方程在数据曲线间断区域的始点

局部平均斜率、终点局部平均斜率， SS k 、 EE k ；

S 、 E 、 S0 、 E0 为待定系数。 

在方程构造方向进一步将（26）式拆分为分式形式 
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这里 S1 、 S2 、 E1 、 E2 为待定系数，其与 S0 、 E0 之

间的关系为 S2S1S0   ， E2E1E0   。 

积分斜率方程（27）式，得连接曲线方程于始点局部

邻域的 SEy 、终点局部邻域的 EEy 可表示为 
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式中 S0y 、 E0y 为积分常数。 

考虑连接曲线方程 )(xfy  在平衡点（综合平衡点）

处有 00 )( yxxy  ，则在极限情况下，由端点邻域方程

（28）式，即可得于此构造方向的数据曲线间断区域连接

曲线方程较为简洁的形式为 
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式中 S1A 、 S2A 、 E1A 、 E2A 为待定系数； 
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方程（29）式是多平衡点等效为一综合平衡点的形

式；更为简洁地，当 1E1S AA  、 2E2S AA  时，其成为 
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式中 E0S00 yyy  ， A为待定系数； 
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对方程（30）式的分子分母同时乘以指数因子项
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取上式分母中 
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解得待定常量 0SE 为 
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即有连接方程（30）式的一般性简化形式 
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式中 1 、 2 、 3 为待定常量； 
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由（31）式，得其一阶及二阶微分方程形式分别为 
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故得方程（31）式在平衡点 0xx  、 00 )( yxxy  处的

一阶及二阶导数方程值分别为 

)(
2
1

d
d

21   A
x
y

；                  （34） 

)(
2
1

d
d 2

2
2

12

2

  A
x
y

。                  （35） 

方程（35）式表明，方程（31）式为偏对称方程形

式；当 21   时，拐点坐标与平衡点坐标处于同一位置。 

同时方程（32）、（33）二式亦表明，以逻辑解析为
内核的普适构造方法建立的连接方程（31）式并不直接
对应着较为简洁的单一非线性动力学微分方程形式。 

对于方程（14）式，其解析解（15）式中的 0y 、 、

A可由方程（14）式中的诸系数及常数直接计算给出；而

方程（14）式的一般形式（31）式，在相应的动力学微分

方程或方程组尚未确立前，方程中的 0y 、 1 、 2 、 3 、

A则需由所研究的具体现象演化过程数据计算给出。 
建立现象演化过程的动力学微分方程是重要的，但由

于现象演化的多阶段性、多层面性及自反馈性等基本特

征，使得建立严谨的动力学微分方程一般是极其困难的。 
由方程（34）式，取方程（31）式在平衡点 0xx  处

邻域的斜率值 )(5.0 21SEE   A ；则上述连接方程的

基本特征即为三斜率关系方程 

SS k 、 EE k 、 SESEE k 。        （36） 
此三斜率方程为光滑曲线连接原则，随顺知机善导究竟。 

若引入适当的路径约束（或平衡方式），有函数（泛
函）表述 

xyyxFyW
x

x
d)',,()( E

S
 ，            （37） 

式中
x
yy

d
d' ， SS' ky  ， EE' ky  ；则一近似解析方法是

通过类如一阶变分 Euler-Lagrange 方程 

0d)',,()( E

S

  xyyxFyW
x

x
 ， 

0
'd

d









y
F

xy
F

；                   （38） 

等相应途径确定连接方程 )(xfy  的具体表述形式。 

显然方程（31）式的微分方程（32）、（33）二式形式

比（1）式复杂。方程（31）式当 21   时，简化为 

)](cosh[
)](sinh[

03

01
0 xx

xxAyy







；             （39） 

当   321 时，方程（31）式进一步简化为 
)](tanh[ 00 xxAyy   ；              （40） 

即连接方程（31）式为方程（1）式一条件解（15）式中

双曲正切函数的拓展形式，描述经典 S 型曲线的 Logistic
函数（19）式亦为连接方程（31）式的简化表述。 

由方程（35）式，方程（39）、（40）二式曲线拐点坐
标与平衡点坐标处于同一位置。 

连接方程（31）式能够自适应曲线间断区域始点、终

点邻域斜率，具有多阶导数及多曲线形态，是在平衡点处

趋近于间断区域始点至终点直线斜率的最优或最简洁路

径光滑曲线方程，可直接应用于诸如饱和过程与蠕变过程

分析及人工神经网络模型中的广义激活函数构造等方面。 
当间断区域的始点局部平均斜率 Sk 及终点局部平均

斜率 Ek 都较高甚至趋于无穷大时，诸如蠕变过程，则在

ES yy  情况下可由（31）式的坐标置换函数形式描述 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0R3

0R20R1
R0 yy

yyyyAxx








，（41） 

这 里 RA 、 R3,R2,R1 皆 为 待 定 系 数 ， 在 平 衡 点 处

00 )( xyyx  。 
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1.3 一般曲线间断区域连接的映射方程（参量方程）方法 

对于一般的曲线间断区域，当其始点 ),(P SSS yx 、

终点 ),(P EEE yx 先后次序呈现 ES xx  、或于平衡点处

0x 不在 Sx 与 Ex 之间等的位错及回转情况，则不能直接

应用连接方程（31）式进行光滑连接。 
下面以连接方程（31）式为基础，给出一般曲线间

断区域连接的映射方程（参量方程）方法。 
首先将曲线间断区域始点 ),(P SSS yx 、终点

),(P EEE yx 其一端、乃至二端数据段平移或旋转操作，

生 成 新 的 间 断 区 域 始 点 ),(P mSmSmS yx 、 终 点

),(P mEmEmE yx 的次序排列， mEmS xx  ， 一般取

SmS yy  、 EmE yy  ；依据方程（31）式可得新的间断

区域自适应连接方程具体形式为 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0m3

0m20m1
0m xx

xxxxAyy








， 

（42） 
式中 0mx 、 0my 、 A、 1 、 2 、 3 为新端点次序的间

断区域自适应连接方程待定系数， 0m0m )( yxxy  。 

第二步由间断区域的具体特征构建相应的映射方程 
)(xx  ； EmESmS )()( xxxxxx   ， （43） 

这里 为映射参量或中间参量， mEmS xx   。 

第三步将方程（42）式与方程（43）式联合形成映

射方程组或以 为中间参变量的参量方程形式 












EmESmS

0m3

0m20m1
0m

)()()(
)](cosh[2

)](exp[)](exp[

xxxxxxxx
x

xxAyy






，；

，
 

（44） 
将该连接曲线映射到原间断区域；然后去除由移动生成

的端点数据段及相应的自适应连接曲线，即得原一般曲

线间断区域及由映射方程组给出的光滑连接曲线。 
当方程（43）、（44）二式中的映射方程 x 时，

上述映射方程即直接退化为自适应连接方程（31）式。 
上述方程（42）～（44）式的三步映射方程方法具

有较好的适应性，可对诸多曲线间断区域予以连接描述。 
同样对于坐标置换连接时于 ES yy  或 0y 不在 Sy

与 Ey 之间情况下的较复杂间断区域，可参照上述映射方

程方法，进行端点数据段移动生成新的间断区域始点

),(P mSmSmS yx 、终点 ),(P mEmEmE yx ， mEmS yy  ，

SmS xx  、 EmE xx  ；依据坐标置换方程（41）给出新

间断区域的自适应连接方程具体形式，然后根据间断区

域特征构建映射方程 )(yy  ，形成映射的参量方程 












EmESmS

0mR3

0mR20mR1
Rm0m

)()()(
)](cosh[2

)](exp[)](exp[

yyyyyyyy
y

yyAxx






，；

，

（45） 

进行映射连接分析；这里 0mx 、 0my 、 RmA 、 R1 、 R2 、

R3 为新端点次序排列的间断区域自适应连接方程待定

系数；且有 

0m0m )( xyyx  ， mEmS yy  。 
上述二维空间曲线间断区域的连接方程计算方法为

多维空间数据组间断区域的光滑自适应连接提供运算基

础，诸如对轨道交通路径（轨道跨越光滑连接及变轨过渡

曲线）、模型光滑曲面等领域的自适应连接计算。 
1.4  自适应连接方程与非线性动力学方程的关系及最优

或最简洁路径光滑曲线原理 

1.4.1 非线性微分方程的等效解析解方法 
对于方程（1）式，其近似等效解析解的分析方法主

要步骤为： 
第一步，简化难解的非线性方程为可解或易解的线性

或非线性方程形式，解出其解析解； 
第二步，根据分析方向或需要，拓展或推广该解析解

形式，拟作为原微分方程的初始近似等效解析解，将此拟

解代入原方程中试算或对比解析解，初步确定拓展或推广

中设置的待定函数及系数； 
第三步，根据代入试算结果，对此拟解予以适当修正

再代入原方程循环试算，确定最终近似等效解析解具体形

式。 
上述分析表明方程（29）式及（31）式皆为方程（1）

式条件解析解（15）式中双曲正切函数的一拓展形式，即

从非线性动力学方程方面考察，方程（31）式为方程（1）
式的一近似等效解析解形式；其中方程（31）式有 0x 、A、

1 、 2 、 3 共计 5 个待定系数；方程（1）式在 02 
时 亦 可 取 有 1

21
 、 1

21
 、 1

22
 、 1

23
 、

1
2IEEE ][   共计 5 个常量；应用近似等效解析解方

法，将方程（31）式代入到方程（1）式中，导数部分及

多 项 式 部 分 皆 出 现 包 含 在 3
03 )]]([cosh[  xx 、

2
03 )]]([cosh[  xx 、 1

03 )]]([cosh[  xx 的函数项以

及相关常数项，附加方程（1）、（31）二式在 0xx  处平

衡点附近临域的关系方程 

IEEE
3
03

2
0201211 )(5.0   yyyA ；（46） 

进而确定方程（31）式诸系数与方程（1）式诸常量之间

关系的方程组，近似给出方程（31）式中诸系数的单值或

多值表述。 
应指出，近似等效解析解方法仅是一种趋势性分析途

径，尤其是等效解析解的函数形式与原非线性微分方程的

内涵相比较过于简单或过于复杂时，难以求出近似等效解

析解中全部系数与原微分方程中诸常量的关系表达式，此

亦为近似等效解析解方法的固有不足及局限性。 
依据方程（1）式的条件解（15）式及拓展方程（31）

式，方程（3）式亦有电荷量的双曲正切函数解或拓展型

双曲正切曲线等效解析解，电存元件符号“ ”及

电敏元件符号“ ”即是对 RCNG 串联电路直接输

出电荷量双曲正切曲线或拓展型双曲正切曲线的标记。 



阎坤. 数据曲线间断区域的自适应连接方程研究[R]. 西安现代非线性科学应用研究所, 2011 02 20. 

 

6 

1.4.2 自然最优原则或或自然简洁原则 
自然最优原则或自然简洁原则：自然现象总是处在

动态平衡的变化中，所有变化都有相应的演化过程；现

象演化状态间转变方程在一般情况下遵循自然最优或最

简洁路径光滑曲线方程形式，于趋势层面包括阶跃瞬变

与极缓慢转变在内的过程皆可由方程（1）式予以描述，

其近似等效解析解（31）式即为此状态转变方程具体形

式之一，乃至为最优路径光滑曲线等效方程形式之一。 
在此状态间转变最优或最简洁路径光滑曲线方程原

则的意义上，包括在波动时频率及振幅取相应极限值等，
初步表明方程（1）式实为一微分方程组的极限解形式。 

在近似等效情况下，一个平衡性或激励平衡性的动
力学演化微分方程，一般对应着一个泛函变分表述形式。 

由方程（1）式还可得一简单的兼容性微分方程形式 

IEEE1N1N02

2

2 d
d][

d
d   y

x
yy

x
y

，（47） 

式中 yN1N01   ， N0 、 N1 为常量， 2 、 1 、

IEEE   皆为关于的系函数。 
方程（47）式具有显著的变频波动特征；当 0N1 

时 ， 其 为 二 阶 线 性 微 分 方 程 ； 而 当 01  、

0IEEE  、 2 为常量时，其为双曲正切函数的非

线性微分方程形式 

0
d
d][

d
d

N1N02

2

2 
x
yy

x
y  。         （48） 

根据天体运行轨道的一般性 Binet 方程[5] 

]]22exp[]44exp[2[
d
d 22

02

2




  ucucuuu
； 

（49） 
该方程为含有参量时间 t 的轨道方程组经消去时间 t 后的

简化形式；在弱场时因 144 2  uc ，故可将方程右

端予以二阶 Taylor 级数展开得 

0
d
d

2
2

12

2

 



， 0  u         （50） 

式中
r
MGu 0N ，

)1( 2
0N

0 ea
MGu


 ；
ac

MG
2

0N

2
 ； 

])6()28[( 0
21

0
2

0    ucuc ， 4
01 14  cu ，

]16145.3[ 22
0

4
02    cu ； 

方程（50）式为方程（49）式在弱场时的近似式，亦为

微分方程组经消元简化近似后给出的微分方程（1）式的

特殊形式；这里 NG 为 Newton 引力常数， c 为真空中光

速， 0M 为主星体质量， r 、 、a 、e 分别为次星体公

转轨道的极坐标矢径、弧度、轨道半长径、轨道偏心率。 
线性总是同一层面非线性的极限表述，而非线性则

是另一层面线性的近似形式；当将经典饱和过程在极限
上的定值替换为演化方程时，则一般的非饱和过程即可
转化为广义饱和过程；其有三个层面：定值（短程局部
区域）、定演化趋势（中程较为复杂）、定演化规律及关
于演化规律的规律（于长程上演化规律之间的跳转），乃
至定非定；这也是动力学微分方程研究的主旨内容； 

在此第三层面，由现象演化过程诸阶段的系列规律构成规
律谱系或规律谱阵；此中规律可以进一步细化为细微的规
律谱系或规律谱阵，规律之间通过常数次第解析展开与合
并进行连接，规律谱系或规律谱阵可在趋势上凝聚为一个
规律。在此第三层面也即基本近于出离数学及物理学了，
尤为重要的是在此层面尽头可将数学及物理学研究成就
从人生华丽舞台转化为人生朴素台阶，这是人生旅程至为
关键的一步；传递和历经具有等效性，变换和映射没有疆
界。其中之一是，通过引进常数角度 is arctan 及基于
Euler 公式可得无穷及 ln0 的虚数形式标记方程[6] 

0]arctanexp[ ii ， 1i              （51） 
iin ]arctan[0ln    ， ...,3,2,1,0n   （52） 

而下面二个常系数置换方程在趋势上具有等效的条件解 

0
d
d

12
2

11   x
y
x

，                （53） 

0
d
d

22
2

21   y
x
y

；                （54） 

此二方程条件解及变形方程（同（39）式形式）分别为 
)]1(1.0arctan[293.0 1   xy  ，         （55） 

)]1(0544.0cosh[
)]1(0550.0sinh[8.0





x
xy ；             （56） 

其类如软磁材料或纳米粒子磁滞回线[7]趋势性方程简略
形式；二方程曲线如图 1 所示，这里只显示右单边部分。 

-1.0

0.0

1.0

-220 0 220

x

data on right
curve of equation (arctan)
curve of equation (sinh/cosh)

y

arctan sinh/cosh

 
图 1 软磁材料磁滞回线右单边趋势方程等效曲线图 

Fig. 1 Equivalent curves figure of tendency equations of right single 
magnetic hysteresis loop for soft magnetic material which obtained 

from arctangent function and hyperbolic tangent function 
对于一般磁性材料，基于方程（53）式给出的饱和磁

滞回线左右单边轮廓层面为方程（57）式 
03.0)]69(035.0arctan[211.1 1   xy  ； （57） 

方程曲线如图 2 所示。这里图 1 及图 2 中的数据为图形曲
线比例数据，方程与数据相关系数皆大于 0.998。 

-1.2

0.0

1.2

-240 0 240

x

data on left
data on right
equation curve on left
equation curve on right

y

 
图 2 磁性材料饱和磁滞回线趋势方程曲线图 

Fig. 2 Curves figure of tendency equation of saturation 
magnetic hysteresis loop for magnetic material which 

obtained from arctangent function 
磁滞曲线可有多种方程阐释，上述方程仅是在唯象层

面的描述，不具有原理层面机理解析上的意义。 
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1.5  自然现象演化系列相变特征函数的扩展型双曲正切
级数表示形式及自然演化平衡法则 
对于自然现象演化，一般具有多阶段平衡的系列相

变特征；依据方程（31）式，此系列相变特征所表现的
曲线或连续函数 )(xfy  可近似展开为如下级数形式 

110 )()( Axfxf   




 


 













1 0

00

)](cosh[2
)](exp[)](exp[1

xx
xxxxA




 

S ，                                 （58） 
这里（58）式为系列相变方程；其 )( 01xf 为初始段平衡

点纵坐标；、为自然数， 1 、 1 ； 0x
为 )(xfy  曲线各分段中心平衡点横坐标； A 、  、

 、  为各分段曲线形态系数； S 为级数整体偏移量。 
特别地，若曲线诸分段在接点处近似等效为水平线， 

则可有 0S  ；当 3 时，方程（58）式即简化为 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[)()(

01

0101
101









xx

xxxxAxfxf



 

)]](tanh[1[ 0

1

2






 xxA   

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0

00




 




xx
xxxxAA




。（59） 

当曲线前后端分段皆可等效为水平线时，（59）式成为 

)]](tanh[1[)()( 0
1

101 





  xxAAxfxf  。（60） 

方程（58）、（59）式阐释了自然现象演化一个基本法则。 
自然演化平衡法则：自然现象演化过程一般存在阶

段性极限，极限之间状态转化传递，逐次与演化环境相
应层面动态平衡形成系列相变，演化平衡过程可由方程
（58）式或（59）式予以趋势性近似描述；演化过程性、
动态平衡性、相变系列性、辗转因果性、隐显含转性、
层次无限性、多重反馈性，是自然现象的内秉特征。 

自然演化平衡法则，在物理学领域对诸如量子理论
中状态瞬变阶跃过程与深层背景激励参量的极缓变过程
的细节刻画具有引导意义，为广泛的序列阶跃过程瞬变
机理与诸常数的更基本常数解析展开描述提供参考。在
数学领域，Taylor 级数及 Fourier 级数具有主项大区域定
调、次项逐级细节修正逼近的特征；而（58）式或（59）
式表述的级数，则具有诸项逐阶渐近的特征，前一项为
后一项提供延展台阶；其不同于 Taylor 级数的幂函数叠
加形式，而类似于 Fourier 级数的序列函数叠加形式，比
较适用于对开放系统部分参量演化的趋势分析等方面。 

由方程（60）式，可构造窗函数( 01  、 02  )
与台阶函数( 021  )为 

)]](tanh[)]([tanh[5.0 022011 xxxxw   ；（61） 
其中时域窗函数在 021  时还可表示为 

)]](tanh[)](tanh[1[5.0 022011 xxxxw   。（62） 
由方程（62）式构造时域 t 的窗函数 tw ，可得岩体

爆破单孔单响振动加速度 Rg 的趋势方程（唯象拟合） 
)](sin[ R0RR ttwg t   ，               （63） 

式中 R 、 R0t 为常量；亦可由变频方程（47）式近似得

起振段等效变频的幅值衰减振动趋势性方程形式；方程

曲线如图 3 所示。 

g

t

R

 
图 3 岩体爆破单孔单响振动加速度拟合方程曲线图 

Fig. 3 Fitting equation curve figure of vibration 
acceleration of single hole blasting of once each time 

point in rock mass blasting process 
1.6 基于饱和过程方程的广义分布函数形式延展方向 

在普遍意义上，一个严格的饱和过程方程，包括可转
化为严格饱和过程的蠕变过程方程等形式，因其在趋势上
具有极限性特征，则一般地将其调零归一化后即转换为广
义分布函数形式，其亦对应着一个广义分布密度函数。 

取一严格的饱和过程方程形式为 

)(eses xfy  ， ),( x              （64） 

其饱和性或极限性特征为 

mineses )( yxy  ， maxeses )( yxy  ；（65） 

minesmaxes yy  ， 0
d

)(d es 
x

xf
；           （66） 

即有调零（ ])([ mineses yxf  ）归一化（ 1
minesmaxes ][  yy ）

后转换为广义分布函数 )(GDGD xfy  的形式为 

minesmaxes

mineses
GDGD

)()(
yy
yxfxfy




 ，        （67） 

式中 0)(GD xy ， 1)(GD xy 。 

由广义分布函数（67）式得其所对应的广义分布密度

函数 )(GDDGDD xfy  的形式则为 

x
yxfy
d

d)( GD
GDDGDD 

x
xf

yy d
)(d1 es

minesmaxes 
 。（68） 

由于部分蠕变过程及一系列能够转化或等效为这类
蠕变过程的现象演化过程（如材料断裂、器件电磁击穿、
流体湍流等），可以进一步转化为严格的对称或偏对称饱
和过程，所以其描述方程调零归一化后也同样对应着相应
的广义分布函数及广义分布密度函数，其在极端情况下包
括具有小幅值振荡性质的广义分布密度函数形式。 

当广义分布密度函数 )(GDDGDD xfy  已知时，则其

广义分布函数 )(GDGD xfy  及广义数学期望 )(GD XE 为 

 


x
ttfxy d)()( GDDGD ， 1)(GD xy （69） 





 xxxfXE d)()( GDDGD 。             （70） 

上述饱和过程方程与广义分布方程的转化关系，一方
面将广泛的严格饱和过程方程及可转化为严格饱和过程
的方程形式引入数理统计中成为广义分布函数及广义分
布密度函数；另一方面，将数理统计中分布函数及分布密
度函数的理论及思想延展到自然科学及社会科学诸多领
域解析框架中并继而与之融为一体。 
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1.7 粒子统计分布的平均能量方程扩展形式及平均粒子

数趋势性微分方程探讨 

自然无限，演化在多层面动态平衡，过程可趋势性
描述。带有空间—时间坐标及速度参量的窗函数可给出
波或粒子的定域性方程，而与之对应的背景信息则具有
非定域性，经广域的信息传递及同机理解析产生关联效
应。物理学核心思想及基本理论，通过适当选择运用数
学的逻辑解析结构及其延展性，同时尽可能基于实验检
验验证而不断成长及拓展疆域，在描述有效的前提下优
化简洁构造。一般地；在解析探讨及数据运算处理过程
需保留 0 及 0 的标记以与  及  相对应。 

下面据此给出粒子统计分布平均能量方程扩展形式
与平均粒子数趋势性微分方程及其近似极限或条件解。 

绝对温度是描述自然现象的统计性参量之一，历史
上，其基本与分子及原子等物质构成层面的动能相联系。
1913 年，Einstein和 Stern基于 Planck黑体辐射公式思想、
简谐振子的 Einstein 本征能量 

hnE 



 

2
1

，  n0  

hEEE nn  1 ， 
及 Boltzmann 粒子数分布 j 与能量 E 的关系方程 

EkTEj   ])(exp[ 1 ； 

给出平均能量 ESE 与频率 及绝对温度T 的关系方程， 

即 Einstein－Stern 平均能量方程[8] 

1])(exp[2
1

1ES


 kTh
hhE


 ， 

这里n 为自然数，h 为 Planck 常数，k 为 Boltzmann 常数。 

现将 n 加以有限自然数 q 限制，同时引入在频率

0 时的基底能量或本底能量 0E ，则有本征能量E 为 
hnnEE ][0  ， qn 0 ， 1q  （71） 

这里 )0(0  EE ， n 为待定常数。对于简谐振子，

5.0ΔE  nn ， En 为 Einstein 简谐振子能量常数。 

在考虑 0E 近于常数时， hE  ，得平均能量E 为 

















































hqE

hEE

hqE

hEE

hqE

hEE

kTE
kT

EkTE

EkTEE
E
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)5.0(
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)5.0(

5.0

1
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0

0

])(exp[ln
)(

])(exp[

])(exp[

 

])(exp[1
])()1(exp[1ln

)(

]))(5.0(exp[ln
)(

1

1

1

1
01
























kTh
kThq

kT

kThE
kT





 

1])(exp[2
1

10 
 kTh

hhE

  

1])()1exp[(
)1(

1 


 kThq
hq




。（72） 

方程（72）式即为平均能量方程扩展形式。 
由（72）式，在 hE 5.00  、 1)()1( 1  kThq 

时，近似得 Einstein-Stern 平均能量方程 

ES1 1])(exp[2
1lim E

kTh
hhE

q



  

 。（73） 

依据方程（72）式，当 1)( 1 kTh 时，得近似式 

])(exp[
2
1 1

0
 kThhhEE   

])()1(exp[)1( 1 kThqhq  ；（74） 

进一步可得趋势性近似极限方程 

])(exp[21[
2
1 1

0
 kThhEE   

]])()1(exp[)1(2 1 kThqq   

hE
2
1

0  。                      （75） 

当 1)()1( 11   kThq  时，由方程（72）式得

近似式 

1])([2)(12
1

21110 
  kThkTh

hhEE


  

])()1(exp[)1( 1 kThqhq   

])(21[)(2
1

1110  


kThkTh
hhE


  

])()1(exp[)1( 1 kThqhq   

])(21[
2
1 11

0
 kThkThE   

])()1(exp[)1( 1 kThqhq   

])()1(exp[)1( 1
0

 kThqhqkTE  ； 
（76） 

进一步可得趋势性近似极限方程 

]])()1(exp[)()1(1[ 11
0

  kThqkThqkTEE   
kTE  0 。                           （77） 

当 11 )1()(   qkTh 时，由方程（72）式得 

11)1exp(
)1(

2
1

1

1

0 





 



e
kT

q
kTqhEE  ；    （78） 

考虑 1q ，有 1)1( 1  q ，得趋势性近似极限方程 

11)1(2)1(1
)1(

2
1

211

1

0 





 



e
kT

qq
kTqhEE   

1])1(21[)1(
)1(

2
1

111

1

0 





 



e
kT

qq
kTqhE   

1
])1(21[

2
1 11

0 
 

e
kTqkThE   

1
])(21[

2
1 11

0 
 

e
kTkThkThE   

kT
e
eE

1
2

0 


 。                    （79） 
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当 11 )1()(0   qkTh 时，由方程（72）式得

趋势性近似极限方程 

1])([2)(12
1

21110 
  kThkTh

hhEE


  

1])()1[(2)()1(1
)1(

2111 


  kThqkThq
hq




 

])(21[
2
1 11

0
 kThkThE   

])()1(21[ 11   kThqkT   

hqE )1(
2
1

0  。                   （80） 

由（75）、（77）、（79）、（80）四式，得方程（72）
式在 1T 减小方向近似有趋势性极限表述形式 





































.
1

10,)1(
2
1

1
1,

1
2

1
1

1,

1,
2
1

0

0

0

0

qkT
hhqE

qkT
hkT

e
eE

kT
h

q
kTE

kT
hhE

E









 （81） 

可见（81）式中的后二近似趋势极限形式即为平均

能量方程扩展形式（72）式的检验判别式，亦为在甚低

频段、甚高温区的量子化效应预言及量子理论的频率区

间或频率上下限研究提供参考方向。 

方程（72）式的一个前提条件为 
0])(exp[lim 1  


kTE

E
；             （82） 

即方程（72）式不适用于 0T 的区域。 
由方程（72）式，在 0T 、 1)( 1 Tbh 时，

得近似方程 

]])(exp[1[
2
1 1

0
 TkhhhEE   

]])()1(exp[1[)1( 1 Tkhqhq  ； 

即得其近似趋势性极限表述形式 

 hqhhETE )1(
2
1)0( 0   

 qhhE 
2
1

0 。          （83） 

由方程（72）式，在 0T 、 1)( 1 bTh 时，

得与（74）式相同的近似方程 

])(exp[
2
1 1

0
 kThhhEE   

])()1(exp[)1( 1 kThqhq  ； 

即得与（75）式相同的近似趋势性极限表述形式 

])(exp[21[
2
1)0( 1

0
 kThhETE   

]])()1(exp[)1(2 1 kThqq   

hE
2
1

0  。                （84） 

由极限表述（83）、（84）二式，如果方程（72）直接

跨越 0T 处，则其于 0T 邻域存在零点能量阶跃 

 hEqhhE

TETEE

2
1

2
1

)0()0(

00

step0





 

qh 。                       （85） 

作为初步探讨，若将方程（72）式亦适用于 0T 的

区域，则一途径是直接对 Boltzmann 统计分布方程中的绝

对温度T 取绝对值 
ETkEj   ])(exp[ 1
，              （86） 

方程（72）式成为 

1])(exp[2
1

10 
 Tkh

hhEE


  

1])()1exp[(
)1(

1 
 Tkhq

hq



。   （87） 

若用数据处理方法，参照（73）式，有连续变化形式 

1exp
d

2
1

0 
  x

xkThEE  ，
kT
hx

kT
hq 

 )1(  

（88） 
这里 x 取值从 1)()1(  kThq  到 1)( kTh 连续变化，则

可得一探讨性的覆盖 0T 区域的平滑平均能量方程为 

1])(exp[
1])(exp[

2
1

1

1

0s 


 



Tkh
Tbh

TbhEE



 ，  （89） 

式中b 为待定常数， kb  。 

当 hE 5.00  、 0T 、 1)( 1 bTh 时，方程（89）
式即转化为 Einstein－Stern 平均能量方程形式 

1])(exp[
1])(1[

2
1

1

1

s 


 



kTh
bThbThE


  

1])(exp[2
1

1 
 kTh

hh

 。            （90） 

而当 1)( 1 Tbh 时，由方程（89）式得 

])(exp[
lim

2
1lim 11100s0  


Tbkh

Tb
hEE

TT 
  

hE
2
1

0  。                   （91） 
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较为简单地，作为对粒子系统统计分布方程的趋势

性分析，参考方程（1）式，在渐变连续或等效渐变连续

的趋势性探索方向，可初步构建绝对温度为T 时分布在

能级 E 上一个量子态上平均粒子数 Sn 的非线性微分方

程趋势性简略形式为 

EE
3
Sc

2
SsSIE

E

S
2
E

S
2

0 zz
d
d

d
d znnnz

n
n

n
nz  ，（92） 

这里 E
1

E )(  kTEn ， E 为与 kT 相关的待定参量，

是对 En 中主项 1)( kTE 予以补充的参量，诸如在部分分

布中包含着化学势 项，即 C
1

E )(   kT ， C 为

常量； 0z 、 sz 、 cz 为待定常数， IEz 为内激励函数， EEz
为外激励函数；一般取 0)( ES nn 。 

对于方程（92）式，当内激励函数与外激励函数相 
平衡 EEIE zz  、及 00 z 、 0c z 时，有简略微分方程 

0z
d
d 2

SsS
E

S  nn
n
n

；                  （93） 

在 0d/d ES nn 时即得方程（93）式的二个常量解为 

0S n ； 1
sS
 zn ， 0s z 。 

依据方程（93）式，当 0S n 时，则在 0s z ， 0s z 、

0S
1

s  nz ， 0s z 、 0S
1

s  nz 三种情况下分别得 

1ESln Bnn  ，                   （94） 

2ES
1

sS ]ln[ln Bnnzn   ，        （95） 

3ES
1

sS ]ln[ln Bnnzn   ；       （96） 
进而得方程（93）式的三个条件解析解形式分别为 

)]())((exp[ 1C
1

S BkTEn    ，  （9 7） 

1)]())(exp[( 2C
1

1
s

S 
 



BkTE
zn


，（ 9 8） 

1)]())(exp[( 3C
1

1
s

S 


 



BkTE
zn


；（ 9 9） 

这里 1B 、 2B 、 3B 为待定常量。 
方程（97）～（99）式给出绝对温度为T 时在能级E

上一个量子态中平均粒子数的趋势分布形式。作为对比， 
三式依次当 0s z 、 1C B ， 1s z 、 2C B ， 1s z 、

3C B 时即分别对应着 Maxwell-Boltzmann 统计分布、 

Bose-Einstein 统计分布及 Fermi-Dirac 统计分布里绝对温

度为T 时在能级E 上一量子态中平均粒子数诸方程形式 

]))((exp[ 1
S

 kTEn  ， 0s z       （100） 

1]))(exp[(
1

1S 
 kTE

n


， 1s z       （101） 

1]))(exp[(
1

1S 
 kTE

n


； 1s z 。 （102） 

上述平均能量方程扩展形式及平均粒子数微分方程

是属于在趋势方向探讨试错性的，为深入研究提供参考。 

一般地，所谓的极限仅是现下理论框架的阶段性局部
结论；在更广阔的诸多层面，已有的极限形式仅是一种局
部条件解表述。真空、光速、绝对零度、超流(固)体，真
空的诸层阶次背景能量及信息构造、超光速运动、负绝对
温度区域、自由相体、量子状态阶跃瞬变过程等，皆是分
属于同类相变附近层面紧密关联问题；而零点能量表述形
式即与天体构成及运行背景、引力机理、超光速、波粒二
象性、量子结构、量子纠缠、Casimir 力、Higgs 机制等密
切相关，是解析开 GN、 c 、 h 的重要方向，对真空的诸
层背景每一阶次的深刻认识都会加固并拓展物理学根基。
目前描述的四种作用力应仅是自然界诸多作用力的一部
分，对其所作的统一框架探索在机械论层面无有止境。 

根本上，基本常数是包含更基本常数的局部能量时空
尺度方程数值形式近似表示，现象演化过程的规律谱系通
过基本常数的次第解析展开连接延展，在表观展现为现象
演化的相变系列性；由此，数理逻辑是开环周期体系。 

2 连接方程的适应性 

对于自然现象，数理方程描述虽不究竟但亦颇有力
量；理论框架相对于现象演化多为趋势性概述，乃至仅是
局部轨迹割线或切线方向的阐释，但透过对现象网络阵列
中一个节点的深刻认识，仍可获得对其它节点的简略理
解，虽然每个节点又都包含着无穷层面的无穷问题。归根
结底，科学仅是台阶和指向，旨在建立有限参量数据间的
因果交织方程及进行阶段性趋势预测；原理是唯象的，解
析是局部的；过度复杂会渐失适用性，而过度理想简化亦
会导致较大偏差；原理朴直，解析适度，简洁有效即可。 

下面对有关现象的趋势性描述不具有原理层面的解
析意义，其远离纲领性的主线脉络，是悄然路过科学台阶、
眺望自然远峰的并行途径，其中待定系数过多及与物理学
和力学常数或基础方程没有建立普适联系是主要原因，基
本属于探讨性的描述，其旨在介绍连接方程及复合函数形
式对自然现象变化过程于趋势或包络层面上的适应性。 

2.1 稳定核素比结合能方程及核素结合能的理论最大值
—稳定核素分布及结合能曲线远景特征的趋势分析方法 

目前的核素结合能（质量）公式主要是由 Weizsäcker
液滴能(含体能、表面能、Coulomb 能、对称能、奇偶能)、

Strutinsky 壳修正能、残余修正能等相关项构建的方程，

是基于唯象构架的局部解析延展形式，有五个以上待定系

数，由对实验数据的方程拟合确定，核素计算较为广泛。 

下面通过对稳定核素数据[9, 10]的讨论给出趋势分析

方法，主要进行稳定核素分布、比结合能及结合能（质量）

的趋势性计算，其仍是基于数据分析的唯象构造形式。 

由稳定核素中子数 N 与质子数Z 之间的实验数据，

将中子数 N 与质子数 Z 平滑等效为渐变连续参量，已有

研究给出一简洁的趋势性方程为[11] 

0
d
d

02
2

01   N
Z
N

， 0)1( ZN      （103） 

式中 01 、 02 为待定常量，二待定常量由对实验数据的

拟合确定；一组值为 5
1 10646.3  ， 344.12  。 

方程（103）式为方程（1）式的特殊形式；其一解为 

)]1(007.0tan[192  ZN 。            （104） 
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根据方程（104）式，得可能存在的包括目前化学元

素周期表及核素分布在内的各大周期质子数 Z 的起始值

StartjZ 、终止值 EndjZ 、相邻大周期间隔 ILPjZ 分别为 

1)1(143Start  jZ j ，              （105） 

1)5.0(143End  jZ j ，             （106） 

1)1()1( EndStart1ILP   jjj ZZZ  

22415.0143   ；            （107） 
式中 j 为自然数， 1j 。 

在第一大周期质子数起始值 Start1Z 与终止值 End1Z 为 
11)11(143Start1  Z ，            （108） 

2251)5.01(143End1  Z ；        （109） 
方程（104）式曲线及与实验数据对比结果如图 4 所示。 

 
图 4 趋势方程线与稳定核素实验分布数据点的对比结果图 
■ 稳定核素数据点(from website of nndc.bnl.gov or en.wikipedia.org) [10] 

━ 趋势方程曲线(from website of nature.ac.cn) [11] 
Fig.4 Comparison result figure between the curve of 

tendency equation and the experimental distribution data 
points of the stable nuclides 

■ point of stable nuclide data(from website of nndc.bnl.gov or en.wikipedia.org)[10] 
━ curve of tendency equation(from website of nature.ac.cn) [11] 

下面给出稳定核素比结合能及结合能的趋势性方程。 
基于方程（31）式及稳定核素分布和比结合能或平

均结合能数据资料[9, 10]，对其趋势特征的等效渐变分析可
得稳定核素的比结合能或平均结合能 (MeV)与核子数 

NA ( NZA N )之间关系的波动扩展趋势性方程为 

w
N03A

N02N01
0 )]1(cosh[2

)]1(exp[)]1(exp[ b
Ab

AAb






 ，（110） 

式中 0b 、 01 、 02 、 03 为待定常量， wb 为波动扩展函

数， Ab 为趋势比函数，其皆由数据拟合确定。 

对于（110）式，当略去方程的波动部分，即取波动

扩展函数 1w b 、趋势比函数 1A b 时，则方程简化为 

)]1(cosh[2
)]1(exp[)]1(exp[

N03

N02N01
0 




A
AAb


 。（111） 

对于稳定核素比结合能的数据分析，方程（107）式

可以有多种具体形式，待定常量 0b 、 01 、 02 、 03 可

以 有 多 组 表 示 ， 其 中 一 组 值 为 MeV5.90 b 、

040.001  、 50.002  、 041.003  ；则当 1w b 时

有简化方程（111）式的具体形式为 

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(040.0exp[5.9

N

NN





A

AA 。（112） 

方程（112）式曲线如图 5 所示，方程与数据之间相关系

数为 0.9696。 
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图 5 稳定核素比结合能趋势方程曲线图 

Fig. 5 Curve figure of tendency equation of average binding energy per 
nucleon (or specific binding energy) of stable nuclide 

对于稳定核素比结合能数据，核子数 NA 从 4 到 56
曲线附近（从 4He 始，经 12C 、 16O 到 56Fe 附近）比结合

能数据有从显著到细微的波动特征；在数据曲线拟合趋势

层面上， wb 有多种函数形式，其双边波动扩展的一简略

形式为 
)](2cos[)]1(exp[1 0NNwNw0ww AAfAbb   ； 

（113） 
单边波动扩展的一简略形式为 

)]([cos)]1(exp[1 0NNw
2

Nw0ww AAfAbb   ； 
（114） 

这里 0wb 为波动扩展系数， w 、 0NA 为待定常数， wf 为

数据波动频率， 1
ww
 Tf ， wT 为数据波动周期。 

对于核素比结合能数据波动曲线，双边波动扩展侧重

展示方程形式的波动趋势，单边波动扩展主要进行数据拟

合处理。以下依据单边波动扩展函数（114）式进行分析。 

由核素比结合能数据曲线在核子数 NA 从4到56附近

的波动特征，可得数据波动周期 wT 、频率 wf 及待定常数

0NA 为 

4w T ， 25.01
ww  Tf ； 00N A ；  （115） 

即得其系列比结合能峰值 lP 为 

)4( NP lAl   ；                     （116） 

这里 l 为自然数， 1l 。 
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简单地，当取系数 10w b 时，由方程（114）式及

（115）式得单边波动扩展函数 wb 为 
)25.0(cos)]1(exp[1 N

2
Nww AAb   ；（117） 

方程（110）式成为 

)]1(cosh[2
)]1(exp[)]1(exp[

N03A

N02N01
0 




Ab
AAb


  

)]25.0(cos)]1(exp[1[ N
2

Nw AA   。（118） 

由方程（112）式中的参数，及当常数 155.0w  时，

得方程（118）式在 1A b 情况下的一具体简略形式为 

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(040.0exp[5.9

N

NN





A

AA  

)]25.0(cos)]1(155.0exp[1[ N
2

N AA  。（119） 

方程（119）式 NA 从 1 到 90 的局部曲线如图 6 所示， NA  

从 1 到 275 的曲线如图 7 所示，其中在图 7 中方程与数
据之间相关系数为 0.9750。 
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图 6 稳定核素比结合能单边拓展趋势方程局部曲线图 

Fig. 6 Local curve figure of the unilateral extended tendency 
equation of average binding energy per nucleon (or specific 

binding energy) of stable nuclide 
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图 7 稳定核素比结合能单边拓展趋势方程曲线图 

Fig. 7 Curve figure of the unilateral extended tendency 
equation of average binding energy per nucleon (or specific 

binding energy) of stable nuclide 

方程（118）式是一半开放性方程，在 1A b 时，待

定常量 0b 、 01 、 02 、 03 、 w 可以有多组取值，诸如

当 155.0w  或 15.0w  时，即有 MeV35.90 b 、

0398.001  、 54.002  、 04071.003  ； 或

MeV348.90 b 、 0403.001  、 54.002  、

04121.003  ； 或 MeV34.90 b 、 041.001  、

52.002  、 04191.003  等数值组；由其中一组取值

即得方程（118）式的另一具体形式为 

)]1(04121.0cosh[2
)]1(54.0exp[)]1(0403.0exp[348.9

N

NN





A

AA  

)]25.0(cos)]1(15.0exp[1[ N
2

N AA  。（120） 

方程（120）式基本上是方程（119）式的一细化并行

形式，主要细微调节区间为 8030 N  A 。方程（120）
式核子数 NA 从 1 到 90 的局部曲线如图 8 所示， NA 从 1
到 275 的曲线如图 9 所示，方程与数据之间相关系数为

0.9751，整体上和方程（119）式的计算结果相近。 
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图 8 稳定核素比结合能单边细化拓展趋势方程局部曲线图 
Fig. 8 Local curve figure of the unilateral refinement extended 
tendency equation of average binding energy per nucleon (or 

specific binding energy) of stable nuclide 
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图 9 稳定核素比结合能单边细化拓展趋势方程曲线图 
Fig. 9 Curve figure of the unilateral refinement extended 

tendency equation of average binding energy per nucleon (or 
specific binding energy) of stable nuclide 

作为探讨，由比结合能 系列峰值方程（116）式及

方程（119）式曲线图 6、图 7 所示， 在 lA 4N  处具有

峰值 lP ；其中在 2l 处( 8N A 处)即有一峰值 2P 为 

MeV9.72P  ；                     （121） 

由细化方程（117）式曲线图 8、图 9 所示，在 2l 处

( 8N A 处)的峰值 2P 亦为 

MeV9.72P  ；                      （122） 

并考虑 1P 、 3P 波峰特征，则于此 8N A 处位置一待定

核素比结合能值的估计范围 R2P 及中心值 CV2P 近似为 

MeV9.7~MeV2.7R2P  ；         （123） 

MeV6.7CV2P  。                   （124） 

由方程（118）式，在 1A b 时二个区域性近似式为 

)]1(cosh[2
)]1(exp[)(

N03

N01
01NN 




A
AbAA


 ；    （125） 

)]1)((exp[)( N010302NN  AbAA  ；（126） 

这里 N1A 、 N2A 为常量，且满足 
)1(exp()1(exp( N102N101  AA  ，  

1)1(exp( N1w  A ； 
)1(exp()1(exp( N102N201  AA  ， 
)1(exp()1(exp( N303N203  AA  ， 

1)1(exp( N2w  A 。 



阎坤. 数据曲线间断区域的自适应连接方程研究[R]. 西安现代非线性科学应用研究所, 2011 02 20. 

 

13 

由方程（119）式得其二个区域性的近似表示式为 

)]1(041.0cosh[2
)]1(040.0exp[5.9)20(

N

N
N 




A
AA ；  （127） 

)]1(001.0exp[5.9)60( NN  AA 。    （128） 
同样地，由方程（120）式亦得其二个区域性的近似式为 

)]1(04121.0cosh[2
)]1(0403.0exp[348.9)20(

N

N
N 




A
AA ；（129） 

)]1(00091.0exp[348.9)60( NN  AA 。 （130） 
比结合能方程（119）式的二个区域性简化形式

（127）、（128）二式曲线如图 10 所示。 
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图 10 稳定核素比结合能扩展方程区域性简化形式曲线图 

Fig. 10 Curve figure of regional simplified form of unilateral extended 
tendency equation of average binding energy per nucleon (or specific 

binding energy) of stable nuclide 

比结合能方程（120）式的二个区域性简化形式
（129）、（130）二式曲线如图 11 所示。 
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图 11 稳定核素比结合能细化扩展方程区域性简化形式曲线图 
Fig. 11 Curve figure of regional simplified form of unilateral refine 

extended tendency equation of average binding energy per nucleon (or 
specific binding energy) of stable nuclide 

由方程（118）式，相应地即得稳定核素结合能

NE (MeV)的波动扩展趋势性方程形式为 

NN AE   

)]1(cosh[2
)]1(exp[)]1(exp[

N03A

N02N01
N0 




Ab
AAAb


  

)]25.0(cos)]1(exp[1[ N
2

Nw AA   ；（131） 

相应地亦得稳定核素结合能 NE 的等效质量 Em 的波动扩

展趋势性方程形式为 

N
2

E Ecm   

)]1(cosh[2
)]1(exp[)]1(exp[

N03A
2

N02N01
N0 




Abc
AAAb


  

)]25.0(cos)]1(exp[1[ N
2

Nw AA   。（132） 

由（131）式与（132）式，当结合能 NE (MeV)的等

效质量 Em 单位取 2MeV c 时，则 Em 与 NE 在数值上相同。 

稳定核素分布方程（103）式及其解（104）式、比结
合能方程（118）式和结合能方程（131）式及等效质量方
程（132）式是关于稳定核素计算的趋势分析方法，是属
于统计性质的方程，亦是进一步逆向探讨核子之间综合作
用力方程表述及多核子层壳团簇分布规律的参考指南。 

相邻层面的规律之间具有组合与拆分运算的关联性，
每一层面的现象演化多有其本俱的规律特征，诸层面的开
放性规律通过常数展开及合并进行转折更迭而无有止境。 

对于方程（131）式，在取趋势比函数 1A b 、波动

扩展函数 1w b 时，其简化为 

)]1(cosh[2
)]1(exp[)]1(exp[

N03

N02N01
N0N 




A
AAAbE




；（133） 

依据比结合能方程（131）式，在 1A b 时，对于（119）
式相应地有核素结合能方程 

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(040.0exp[5.9

N

NN
NN 




A
AAAE  

)]25.0(cos)]1(155.0exp[1[ N
2

N AA  。（134） 
方程（134）式与稳定核素结合能数据之间相关系数为

0.9999，曲线如图 12 所示。 
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图 12 稳定核素结合能单边扩展趋势方程曲线图 

Fig. 12 Curve figure of unilateral extended tendency equation of 
stable nuclear binding energy 

对于方程（134）式，当略去波动部分时，即得结合

能 NE (MeV)一简化具体形式为 

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(040.0exp[5.9

N

NN
NN 




A
AAAE ；（135） 

方程（135）式与稳定核素结合能数据之间相关系数亦为
0.9999，曲线如图 13 所示。 
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图 13 稳定核素结合能简化趋势方程曲线图 

Fig. 13 Curve figure of simplified tendency equation of stable 
nuclear binding energy 

对于比结合能方程（120）式亦有结合能方程形式 

)]1(04121.0cosh[2
)]1(54.0exp[)]1(0403.0exp[348.9

N

NN
NN 




A
AAAE  

)]25.0(cos)]1(15.0exp[1[ N
2

N AA  。 

（136） 
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方程（136）式与稳定核素结合能数据之间相关系数为

0.9999，曲线如图 14 所示。 
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图 14 稳定核素结合能单边细化扩展趋势方程曲线图 

Fig. 14 Curve figure of unilateral refinement extended tendency 
equation of stable nuclear binding energy 

对于方程（136）式，当略去波动部分时，得结合能

NE (MeV)一简化具体形式为 

)]1(04121.0cosh[2
)]1(54.0exp[)]1(0403.0exp[348.9

N

NN
NN 




A
AAAE ； 

（137） 
方程（137）式与稳定核素结合能数据之间相关系数亦为

0.9999，曲线如图 15 所示。 
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图 15 稳定核素结合能细化趋势方程曲线图 

Fig. 15 Curve figure of refinement tendency equation of stable 
nuclear binding energy 

由方程（125）式及（126）式，对于核素结合能方

程（131）式，其二个区域性近似式为 

)]1(cosh[2
)]1(exp[)(

N03

N01
N01NNN 




A
AAbAAE




； （138） 

)]1)((exp[)( N0103N02NNN  AAbAAE  。  

（139） 
由方程（134）式得二个区域性的结合能 NE 近似表

示式为 

)]1(041.0cosh[2
)]1(040.0exp[5.9)20(

N

N
NNN 




A
AAAE ；（140） 

)]1(001.0exp[5.9)60( NNNN  AAAE 。 （141） 

由方程（136）式亦得二个区域性的结合能 NE 近似

表示式为 

)]1(04121.0cosh[2
)]1(0403.0exp[348.9)20(

N

N
NNN 




A
AAAE ； 

（142） 
)]1(00091.0exp[348.9)60( NNNN  AAAE 。   

（143） 
 

下面计算稳定核素比结合能最大值及其相应核子数。 

依据方程（118）式，在 1A b 时，考虑核子数 NA 及

核素比结合能 可平滑等效为渐变连续参量，即得 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

d
d

N02N01

N0202N0101

N 



AA

AA
A 


 

)]1(tanh[ N0303  A  

)25.0(cos)]1(exp[1
)5.0sin(25.0)25.0(cos

N
2

Nw

NN
2

w

AA
AA







  

)]1(exp[ Nw  A ； （144） 

则当 0
d
d

N


A


时 取极限值 lim ，得方程 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[[

N02N01

N0202N0101
lim 


AA

AA


  

)]1(tanh[ N0303  A  

)25.0(cos)]1(exp[1
)5.0sin(25.0)25.0(cos

N
2

Nw

NN
2

w

AA
AA







  

0)]]1(exp[ Nw  A ；（145） 

故有 

0lim  ；                              （146） 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

N02N01

N0202N0101




AA
AA




 

)]1(tanh[ N0303  A  

)25.0(cos)]1(exp[1
)5.0sin(25.0)25.0(cos

N
2

Nw

NN
2

w

AA
AA







  

0)]1(exp[ Nw  A 。 （147） 

方程（118）式具有波动性，亦相应地具有若干波动

峰值，即方程（147）式有若干解，其中对于方程（119）
式的具体形式，方程（147）式的最后一数值近似解为 

565654.55N A ；                （148） 
代入波动扩展方程（116）式得稳定核素比结合能极限值

为 
MeV89556.8)56( Nlim A 。          （149） 

依据波动扩展方程（119）式进行数值计算，有 
MeV89545.8)55( N A ， )541()55( NN  AA  ； 

MeV89556.8)56( N A ； 

MeV89327.8)57( N A ， )58()57( NN  AA  ； 

则直接可得在核子数 56N A 时稳定核素比结合能  取

最大值 max ，即 

MeV89556.8)56( Nmax  A 。      （150） 

对于方程（120）式的具体形式，方程（147）式的最

后一数值近似解为 
568167.55N A ；                （151） 

代入波动扩展方程（120）式得稳定核素比结合能极限值 
MeV79940.8)56( Nlim A 。          （152） 



阎坤. 数据曲线间断区域的自适应连接方程研究[R]. 西安现代非线性科学应用研究所, 2011 02 20. 

 

15 

依据波动扩展方程（120）式进行数值计算，有 
MeV79841.8)55( N A ， )541()55( NN  AA  ； 

MeV79940.8)56( N A ； 

MeV79749.8)57( N A ， )58()57( NN  AA  ； 

则直接可得在核子数 56N A 时稳定核素比结合能 取

最大值 max ，即 

MeV79940.8)56( Nmax  A 。       （153） 

简单地，作为近似计算，在考虑稳定核素比结合能

趋势性方程（110）式中略去波动部分及在 1A b 时的

简单情况下，核子数 NA 及核素比结合能 可平滑等效

为渐变连续参量，依据方程（111）式得 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

d
d

N02N01

N0202N0101

N 



AA

AA
A 


 

)]1(tanh[ N0303  A ；   （154） 

NN02N01

N0202N0101
2
N

2

d
d

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

d
d

AAA
AA

A








  

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

d
d

N02N01

N0202N0101

N 



AA

AA
A 

  

)]1([coshd
d)]1(tanh[

N03
2

2
3

N
N0303 


AA

A


 ； 

（155） 

则当 0
d
d

N


A


时 取极限值 lim ，得 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[[

N02N01

N0202N0101
lim 


AA

AA


  

0)]]1(tanh[ N0303  A ；  

即有 

0lim  ；                             （156） 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

N02N01

N0202N0101




AA
AA




 

0)]1(tanh[ N0303  A ；（157） 

其中对于方程（157）式，考虑极限值 0lim  时的位置

在核子数 0NN AA  之后，满足 

)]1(exp[)]1(exp[ N00202N00101  AA  ， 

)]1(exp[)]1(exp[ N002N001  AA  ； 

这里 0NA 为常数；即有近似式 

01
N02N01

N0202N0101

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[ 








AA

AA
； 

则由方程（155）式得在极限值 0lim  的位置有 

0
)]1([coshd

d

N3
2

lim
2
3

2
N

2





AA 


；          （158） 

即由方程(157)、（158）二式得极限值 lim 为最大值 max 时

的核子数方程为 

0)]1(tanh[ N030301  A ；          （159） 

由方程（159）式即解得 取最大值 max 时的核子数 NA 为 

1arctanh1

03

01

03
N 





A 。               （160） 

由方程（160）式，对于方程（119）式在略去波动部

分情况下（即取 1w b ）可得 取最大值 max 时的核子数

NA 值及最大值 max 分别为 

555908.541
041.0
040.0arctanh

041.0
1

N A ，（161） 

)]155(041.0cosh[2
)]155(50.0exp[)]155(040.0exp[5.9max 


  

MeV89442.8 ；                  （162） 

对于方程（120）式在略去波动部分情况下（亦取 1w b ）

得 取最大值 max 时的核子数 NA 及最大值 max 分别为 

565482.551
04121.0
0403.0arctanh

04121.0
1

N A ， 

                  （163） 

)]156(04121.0cosh[2
)]156(54.0exp[)]156(0403.0exp[348.9max 


  

MeV79710.8 。                   （164） 

下面在趋势层面探讨核素结合能 NE 的理论最大值

NtmaxE 及其对应的核子数 NtA 、质子数 tZ 及中子数 tN 。 
对于核素结合能方程（131）式，在取 1A b 、 1w b

时，考虑核子数 NA 及结合能 NE 可平滑等效为渐变连续

参量，则由方程（133）式即得 

N
N

N

N

d
d

d
d

A
A

A
E    

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[

N02N01

N0202N0101
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AAE


  

)]1(tanh[ N03N03  AE  ；         （165） 
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2
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E
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                 （166） 

由（165）式，当 0
d
d

N

N 
A
E

时 NE 取极限值 NlimE ，有 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[1[

N02N01

N0202N0101

N
Nlim 




AA
AA

A
E


  

0)]]1(tanh[ N0303  A ；（167） 
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即有 

0Nlim E ；                           （168） 

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[1

N02N01

N0202N0101

N 



AA

AA
A 

  

0)]1(tanh[ N0303  A ；（169） 

其中对于方程（169）式，考虑极限值 0Nlim E 时的位置

在核子数 01NN AA  之后，满足 

)]1(exp[)]1(exp[ N010202N010101  AA  ， 

)]1(exp[)]1(exp[ N0102N0101  AA  ， 

)1(exp()1(exp( N0103N0103  AA  ； 

这里 01NA 为常数；即有 

01
N02N01

N0202N0101

)]1(exp[)]1(exp[
)]1(exp[)]1(exp[ 








AA

AA
， 

03N0303 )]1(tanh[  A ；  

则由方程（166）式得在极限值 0Nlim E 的位置有 

0
)]1([cosh

)(
d
d

N03
2

Nlim
2
03

N

Nlim
01032

N

N
2





A

E
A

E
A
E


 ； 

（170） 
即由方程（169）、（170）二式得 NlimE 为最大值 NmaxE 时

的相应核子数方程为 

01
0301

N

 
A

。                  （171） 

得核素结合能 NE 为最大值 NmaxE 时的相应核子数为 

0103
N

1
 

A 。                    （172） 

更为简单地，依据区域性方程（139）式，即考虑核

素结合能 NE 取极限值 NlimE 的位置在 2NN AA  之后，得 

N0103
1

N
N

N )]([
d
d EA

A
E    ，           （173） 

N

N
0103

1
NN

2
N2

N

N
2

d
d)]([

d
d

A
EAEA

A
E    ； （174） 

在极限值 NlimE 的位置有 

0)]([
d
d

Nlim0103
1

N
N

N   EA
A
E  ，      （175） 

即由（175）式得 

0Nlim E ；                            （176） 

0)( 0103
1

N  A ；                  （177） 

其中对于（177）式，由（174）式及（175）式得在 0Nlim E
时的位置有 

0
d
d

Nlim
2

N2
N

N
2

  EA
A
E

；               （178） 

 

即由方程（177）式、（178）式亦得核素结合能 NE 为最

大值 NmaxE 的核子数 NA 为 

0103
N

1
 

A 。                      （179） 

由方程（172）式，对于方程（135）式得核素结合能

NE 取最大值 NmaxE 时所对应的核子数 NA 、最大值 NmaxE
及其等效质量 Emaxm 分别为 

1000)040.0041.0( 1
N  A ，          （180） 

MeV35.3498Nmax E ，                （181） 
2

Nmax
2

Emax MeV35.3498   cEcm ；   （182） 

对于方程（137）式得 

1099)0403.004121.0( 1
N  A ，       （183） 

MeV49.3782Nmax E ，               （184） 
2

Nmax
2

Emax MeV49.3782   cEcm 。   （185） 

由方程（104）、（172）二式，即得在 1
0103N )(  A

附近的质子数方程为 
1

0103 )()]1(007.0tan[192  ZZ ；（186） 

方程（104）式为趋势性方程解，仍将质子数Z 平滑等效

为渐变连续参量，由 Newton 迭代法及方程（109）式，

取函数 
1

0103 )()]1(007.0tan[192)(  ZZZf ， 

2251  Z  
则方程（186）式的解Z 在理论计算上有 Newton 迭代法

方程 

)('
)(

t

t
t1t

J

J
JJ Zf

ZfZZ   

)]1(007.0[cos007.01921
)()]1(007.0tan[192

t
2

1
0103tt

t 


 



J

JJ
J Z

ZZZ 
， 

（187） 

这里 J 为自然数， 0J ；
J

J
J Z

ZfZf
t

t
t d

)(d)('  。 

由（187）式，考虑方程（186）式的解 225Z ，故

可取迭代方程（187）式中 2000t Z ，则对于（180）式

1000)( 1
0103N  A ，在 3t JZ 后即收敛于 

19207.1923t JZ ；               （188） 

由方程（104）式及（188）式得中子数 tN 为 

80621.806)]1192(007.0tan[192t N ；（189） 

故有在 1000N A 附近可分解的相应质子数 tZ 、中子数

tN 及核子数 NtA 分别为 

192t Z ， 806t N ， 998ttNt  NZA ；（190） 
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则由方程（135）式即得在第一大周期（ 2251  Z ）

核素结合能 NE 的理论最大值 NtmaxE 、 NtmaxE 的等效质量

Ntmax
2

Etmax Ecm  、 NtmaxE 所对应的核子数 NtA 、质子

数 tZ 及中子数 tN 分别为 















。，，

；

；

806192998
4MeV3.3498
4MeV3.3498

ttNt

2
Etmax

Ntmax

NZA
cm

E
     （191） 

核素结合能趋势性方程（135）式的远景曲线及理论最大

值位置如图 16 所示。 
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图 16 核素结合能趋势方程远景曲线及其理论最大值位置图 

Fig.16 Prospective curve and its theoretical maximum position figure 
of tendency equation of the nuclear binding energy 

依据结合能波动扩展趋势性方程（134）式，给出的

核素结合能远景曲线及理论最大值位置如图 17 所示，其

与方程（135）式给出的图 16 在远景曲线及理论最大值

位置是相同的。 
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图 17 核素结合能扩展趋势方程远景曲线及其理论最大值位置图 
Fig.17 Prospective curve and its theoretical maximum position figure 
of unilateral extended tendency equation of the nuclear binding energy 

对于方程（183）式 1099)( 1
0103N  A ，仍取

迭代方程（187）式中 2000t Z ，则在 3t JZ 后收敛于 

19549.1953t JZ ；                （192） 

由方程（104）式及（192）式得中子数 tN 为 

88961.888)]1195(007.0tan[192t N ；（193） 

故有在 1099N A 附近可分解的相应质子数 tZ 、中子数

tN 及核子数 NtA 分别为 

195t Z ， 889t N ， 1084ttNt  NZA ；（194） 
则由方程（137）式即得在第一大周期（ 2251  Z ）

核素结合能 NE 的理论最大值 NtmaxE 、 NtmaxE 的等效质量

Ntmax
2

Etmax Ecm  、 NtmaxE 所对应的核子数 NtA 、质子

数 tZ 及中子数 tN 分别为 















。，，

；
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8891951084
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2
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NZA
cm

E
     （195） 

核素结合能细化趋势性方程（137）式的远景曲线及理论

最大值位置如图 18 所示。 
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图 18 核素结合能细化趋势方程远景曲线及其理论最大值位置图 

Fig.18 Prospective curve and its theoretical maximum position 
figure of unilateral refinement tendency equation of the nuclear 

binding energy 

依据波动细化扩展方程（136）式给出的核素结合能

远景曲线及理论最大值位置如图 19 所示，其与方程（137）
式给出的图 18 在远景曲线及理论最大值位置是完全相同

的。 
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图 19 核素结合能细化扩展方程远景曲线及其理论最大值位置图 

Fig.19 Prospective curve and its theoretical maximum position 
figure of unilateral refinement extended tendency equation of the 

nuclear binding energy 

上述分析在方程（118）式中取趋势比函数 1A b 时

给出的核素结合能方程，在远景曲线形态上的显著特征是

核素结合能呈现最大值后即随着核子数的增加结合能开

始逐渐减少，这较为不同于目前物理学理论的主线观念。 

下面给出核素结合能方程（118）式中当趋势比函数

1A b 时的极限饱和形式分析途径。 

最简单地，由稳定核素比结合能趋势性方程（118）
式，当其中的趋势比函数 Ab 为 

1N0AA  Abb                        （196） 

方程（118）式成为 

)]1(cosh[)1(2
)]1(exp[)]1(exp[

N03N0A

N02N01
0 




AAb
AAb


  

)]25.0(cos)]1(exp[1[ N
2

Nw AA   ；（197） 

这里 0Ab 为待定系数。 
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由方程（197）式，并参考方程（119）中的参数，
得稳定核素比结合能方程一具体简略形式为 

)]1(04.0cosh[)100108.0(2
)]1(50.0exp[)]1(04.0exp[5.9

NN

NN





AA
AA  

)]25.0(cos)]1(155.0exp[1[ N
2

N AA  。（198） 

方程（198）式 NA 从 1 到 90 的局部曲线如图 20 所示， NA  
从 1 到 275 的曲线如图 21 所示，其中在图 21 中方程与
数据之间相关系数为 0.9777。 
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图 20 稳定核素比结合能单边拓展趋势方程局部曲线图（bA≠1） 

Fig. 20 Local curve figure of the unilateral extended tendency 
equation of average binding energy per nucleon (or specific 

binding energy) of stable nuclide(when bA≠1) 
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图 21 稳定核素比结合能单边拓展趋势方程曲线图（bA≠1） 

Fig. 21 Curve figure of the unilateral extended tendency 
equation of average binding energy per nucleon (or specific 

binding energy) of stable nuclide(when bA≠1) 

方程（198）式的区域性近似计算形式为 

100108.0
5.9)60(

N
N 


A

A 。            （199） 

显然方程（199）式与方程（128）式的区间近似式 
1

NN ]001.01[5.9)100160(  AA  
具有相近的区域性近似表述形式，但远景特征显著不同。 

由方程（198）式得稳定核素结合能方程及其等效质
量方程分别为 

)]1(04.0cosh[)100108.0(2
)]1(50.0exp[)]1(04.0exp[5.9

NN

NN
NN 




AA
AAAE  

)]25.0(cos)]1(155.0exp[1[ N
2

N AA  ；（200） 

)]1(04.0cosh[)100108.0(2
)]1(50.0exp[)]1(04.0exp[5.9

NN
2

NN
NE 




AAc
AAAm  

)]25.0(cos)]1(155.0exp[1[ N
2

N AA  。（201） 
方程（200）式及（201）式区域性近似计算形式分别为 

926
30.8796

100108.0
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N

N

N

N
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A

A
A

AAE ，（202） 

)926(
30.8796)60(

N
2

N
NE 


Ac

AAm ；            （203） 

可得 








 ；

，
2

NE

NN

MeV74.4562)998(
MeV74.4562)998(

cAm
AE

         （204） 

亦得具有极限饱和特征的核素结合能 NE 理论最大值

NStmaxE 、 NStmaxE 的等效质量 EStmaxm 分别为 








 。

，
2

NEStmax

NNStmax

MeV30.8796)(
MeV30.8796)(

cAm
AE

     （205） 

方程（200）式与稳定核素结合能数据之间相关系数
为 0.9999，曲线如图 22 所示；远景曲线如图 23 所示。 
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图 22 稳定核素结合能单边扩展趋势方程曲线图（bA≠1） 

Fig. 22 Curve figure of unilateral extended tendency equation of 
stable nuclear binding energy(when bA≠1) 
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图 23 核素结合能细化扩展方程远景曲线图（bA≠1） 

Fig.23 Prospective curve figure of unilateral refinement extended 
tendency equation of the nuclear binding energy(when bA≠1) 

计算结果（204）式及（205）式与（191）式表明，
区域近似相同，但远景差异巨大；其中方程（200）式的
远景极限饱和特征较为符合物理学理论的主线脉络思想。 

上述关于稳定核素计算的趋势分析方法，其分布方程
（103）式及其解（104）式，比结合能方程（110）式及
其具体形式（119）式及（120）式、（198）式，结合能
方程（134）式及（136）式、（200）式，皆仍属于唯象
形式，是趋势层面的统计性质描述，在趋势上与稳定核素
实验数据基本符合的同时，亦具有简洁可解的极限特征。 

在趋势比函数 1A b 给出的结合能远景计算结果

（191）式、（195）式与在 1A b 给出的结合能远景计算

结果（204）式存在显著差异；即使在同为取 1A b 情况

下，对比方程（135）式与（137）式的远景计算结果（191）
式与（195）式，核素结合能 NE 取理论最大值 NtmaxE 时二

式之间质子数 tZ 的最大相对误差为 1.6%，核子数 NtA 及

NtmaxE 的最大相对误差分别为 8.6%，8.1%；这些显著差

异是仅基于数据特征建立趋势方程而缺少解析构造所致，

还有显著不足是未能对广泛的核素予以解析层面的描述。 
一个深入研究方向是，稳定核素分布方程（103）式、

比结合能方程（110）式或相应的结合能方程（等效质量
方程）在趋势上具有共同的解析基础方程，可进行广泛的
核素计算，同时上述分布方程、比结合能方程及结合能方
程等仅为其简化导出形式或条件近似解。 
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2.2 太阳系元素丰度数据的简略趋势性方程形式 

太阳系元素丰度数据研究是天体物理学及空间化学
领域探索的重要方向，对理解宇宙星系元素起源、演化
及分布具有显著意义。在忽略细节差异情况下，一般在
趋势上可将太阳系元素丰度近似等效为宇宙元素丰度。 

下面给出太阳系元素丰度数据的趋势性方程形式。 
依据太阳系元素丰度数据[12]，取 se10selog log AA  ， 

seA ( Siatoms10atoms/ 6 ) 为太阳系的 元素丰度， 

6(Si)selog A ；这是一组动态的数据；由单边波动扩展

方程（114）式，得 selogA 与元素原子核核子数(质量数) NA  

之间的趋势性方程形式为 

]
)](cosh[2

)](exp[)](exp[[ 1
N0N03

N0N02N0N01
0selog p

AA
AAAApA 







  

rf1NNAw
2

NAw0w )]]([cos)exp(1[ pAAfAp   ， 
（206） 

这里 0p 、 1p 、 01 、 02 、 03 为待定常量， 00103   ；

0wp 为波动扩展系数， Aw 、 0NA 、 1NA 为待定常数， Awf
为单边波动频率， 1

AwAw
 Tf ， AwT 为波动周期； rfp 为 

细化函数；诸待定参量由对实验数据的方程拟合确定。 
方程（206）式以元素原子核的核子数作为自变量，

但未及细节，仅为趋势分析；其一趋势性简化近似形式为 
)exp(1][)exp([ NAw0w1N0Aselog AppApA    

rf1NNAw
2 )]]([cos pAAf   ，（207） 

这里 0103   ， ])exp[( 0N010300A App   。 
在（207）式中 rfp 含若干波动，其中几个波动分别

近似为长周期 76rfL T ，中周期 381rfM T 、 222rfM T ，

短周期 41rfS T 、 22rfS T ；则在 12Aw T 及考虑对 rfp 的

二周期 rfLT 与 1rfST 细化时，太阳系元素丰度一趋势方程为 
]4.1)017.0exp(8.12[ Nselog  AA  

)]]8(12[cos)025.0exp(1[ N
12

N   AA   
)]2cos()]56(38[cos[5.0 N

1
N

1 AA    ；（208） 
（208）式与数据间相关系数为 0.9354，曲线如图 24 所示。 
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图 24 太阳系元素丰度方程的细化形式曲线图 

（TAw=12, TrfL=76, TrfS1=4） 
Fig. 24 Curve figure of refinement equation of the abundances of 
elements in the Solar System(when TAw=12, TrfL=76 and TrfS1=4） 
由（208）式，对 rfLT 及 1rfST 二重细化，可得方程 

]6.1)017.0exp(3.13[ Nselog  AA  

)]]8(12[cos)025.0exp(1[ N
12

N   AA   
)]015.0exp(5.0[ NA  

)]2cos()]56(38[cos[ N
1

N
1 AA    ；（209） 

（209）式与数据间相关系数为 0.9366，曲线如图 25 所示。 
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图 25 太阳系元素丰度方程的二重细化形式曲线图 

（TAw=12, TrfL=76, TrfS1=4） 
Fig. 25 Curve figure of double refinement equation of the abundances 

of elements in the Solar System(when TAw=12, TrfL=76 and TrfS1=4） 
参考（209）式，当 14Aw T 时，可得一趋势方程为 

]6.1)017.0exp(2.13[ Nselog  AA  

)]]9(14[cos)025.0exp(1[ N
12

N   AA   
)]01.0exp(5.0[ NA  

)]2cos()]56(38[cos[ N
1

N
1 AA    ；（210） 

（210）式与数据间相关系数为 0.9396，曲线如图 26 所示。 
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图 26 太阳系元素丰度方程的二重细化形式曲线图 

（TAw=14, TrfL=76, TrfS1=4） 
Fig. 26 Curve figure of double refinement equation of the abundances 

of elements in the Solar System(when TAw=14, TrfL=76 and TrfS1=4） 
由方程（210）式，当进而考虑对 rfp 中 222rfM T 亦 

进行二重细化时，则可得太阳系元素丰度一趋势性方程为 
]2.1)018.0exp(1.14[ Nselog  AA  

)]]9(14[cos)018.0exp(1[ N
12

N   AA   
)]015.0exp(5.0[ NA  

)]2cos()]56(38[cos[ N
1

N
1 AA     

)]56(11cos[)]2.0exp(5.0[ N
1

N   AA  ；（211） 
（211）式与数据间相关系数为 0.9262，曲线如图 27 所示。 
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图 27 太阳系元素丰度方程的二重细化形式曲线图 

（TAw=14, TrfL=76, TrfM2=22, TrfS1=4） 
Fig. 27 Curve figure of double refinement equation of the abundances 

of elements in Solar System(when TAw=14, TrfL=76, TrfM2=22 and TrfS1=4） 
上述基于太阳系元素丰度数据特征给出的简略趋势

方程，还需相应的细节比例总量约束分析及根据数据补充
修正的动态情况予以平衡调整，进而将方程（103）式、（110）
式及（206）式联合整体研究，为深入探索宇宙元素的起
源、演化及分布提供解析分析途径及统一方程形式参考。 



阎坤. 数据曲线间断区域的自适应连接方程研究[R]. 西安现代非线性科学应用研究所, 2011 02 20. 

 

20 

2.3 势能函数曲线的方程形式 

2.3.1 一般性势能函数曲线的方程形式 

在自然现象中，势能函数描述很重要；基于级数方

程（58）式，可得一类现象演化过程势能U 随距离 r 变

化的趋势性方程为 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

1
0







 


  rr

rrrrU


 ，（212） 

这里 0 为待定常数，  、  为自然数， 1 、

1 ； r 为 )(rU 曲线各分段中心平衡点横坐标； 

 、  、  、  为各分段曲线形态系数。 
依据方程（212）式，简单地，由其中三项可得部分

现象演化过程势能U 随距离 r 变化的简略趋势性方程为 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

11

1111
10 rr

rrrrU






  

)](tanh[ 222 rr   ，（213） 
这里 0 、 1 、 2 、 1 、 1 、 2 、 1r 、 2r 为待定常量； 

一般地 01  、 01  、 02  ， 01e2  rrr ，

e21 )(5.0 rrr  ， er 为平衡间距；有区域状态近似方程 

2111101 )])(exp[()(   rrrrU ，（214） 

2102 )(   rrU 。             （215） 

方程（213）式亦是级数方程（59）式的简化形式。 

由方程（213）式，当 01  、 02  时，可得势能

一组曲线如图 28 所示，其主要有三种曲线形态。 
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图 28 势能方程一般形式的曲线图 

Fig. 28 Curve figure of general form of the potential energy equation 

当 01  、 02  时，由方程（213）式可得反常势

能的一组曲线如图 29 所示，其亦主要有三种曲线形态。 
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图 29 反常势能方程一般形式的曲线图 

Fig. 29 Curve figure of general form of the anomalous potential 
energy equation 

方程（213）式适于部分自然现象势能曲线整体趋势

性描述及局部细节刻画分析。 

简单地理想情况下，当 11   时，得方程（213）式

的一简化形式为 

)](tanh[)](tanh[ 2221110 rrrrU   ；（216） 

有区域状态近似方程 

2101)(   rrU ，              （217） 

2102 )(   rrU 。              （218） 

方程（216）式当 01  、 02  时的势能曲线如图

30 所示，其简化为一种曲线形态。 
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图 30 理想情况下的势能方程曲线图 

Fig. 30 Curve figure of potential energy equation in ideal case 

方程（216）式当 01  、 02  时的反常势能曲线

如图 31 所示，其亦简化为一种曲线形态。 
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图 31 理想情况下的反常势能方程曲线图 

Fig. 31 Curve figure of the anomalous potential energy equation 
in ideal case 

物质之间的相互作用，在各层面及不同作用距离上具

有其相应的具体势能方程表述，乃至含有波动性及反常性

势能形式；目前已知的四种作用力仅是诸多作用力的显现

部分，诸作用力的起源及可能的恒转永动开放动态背景仍

是需要进一步探索的疆域，势能方程（213）式亦仅是其

中一简略趋势性描述途径。 
2.3.2 双原子分子势能曲线的方程形式 

双原子分子势能函数具有多种形式[9, 13~15]，其中对于

K2-B1Пu 的 RKR（Rydberg-Klein-Rees）数据[9]，由方程 

（216）式可得势能U ( 1cm )与核间距 r (nm)之间的趋势

方程为 

)]]55.0(5tanh[)]31.0(15tanh[1.49.1[2400  rrU ， 
（219） 

这里平衡间距 nm43.0)55.031.0(5.0e r 。 
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方程（219）式曲线如图 32 所示，方程与数据的相
关系数为 0.9923。 
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图 32 双原子分子势能函数的方程曲线图 

Fig. 32 Curve figure of potential energy functional equation 
of diatomic molecule 

对于方程（219）式，其一简化的局部曲线方程形式

为 
)]]55.0(5tanh[)]335.0(18tanh[5.1[2400  rrU ； 

（220） 
方程曲线如图 33 所示，方程与数据的相关系数为 0.9992。 
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图 33 双原子分子势能函数的简化方程曲线图 

Fig. 33 The curve figure of potential energy functional 
simplified equation of diatomic molecule 

方程（219）、（220）二式是部分数据拟合的方程形

式，仅在表明方程曲线的形态及趋势，具体的解析方程

还需基于极端情况下的实验数据及原理层面的机理探讨

予以分析确定及计算验证。 

2.4 自然饱和过程 

在一般性的科学技术研究探索中，自然饱和过程是
较普遍的演化现象，诸如磁性材料饱和磁滞曲线、温度
控制曲线、电阻率及膨胀系数随温度变化曲线、超导材
料电阻—温度（R —T ）曲线、金属淬冷过程曲线、地
震前后地温曲线、机电开关动作过程曲线、阶跃响应曲
线、光电流与加速电压关系曲线、半导体分立器件 V—
A 特性曲线、生物体生长或数目总量曲线、植物群落种
数—面积曲线、生物体或国家能耗总量曲线、扩张繁盛
或消隐衰落曲线、血红蛋白氧饱和曲线、物理或化学反
应过程曲线、传播扩散或集聚收敛曲线、人生旅行或工
作成果总量曲线、化学元素等温热色谱穿透曲线、成分
溶解或沉淀过程曲线、发酵过程曲线、共聚反应转化率
曲线、化学滴定曲线、颗粒级配曲线、单轴应力应变曲
线、套压时程线、蝶阀流量—开度曲线、坝体浸润线、
土体崩解过程曲线、混凝土体积膨胀过程曲线、建筑物
沉降量时程线、地基强度增长曲线、弹坑尺寸—弹丸初
速度曲线、钢材 DWTT 冲击能量随温度变化曲线、材料
断裂韧性与屈服强度关系曲线等。 

这类现象演化具有阶段或局部区域的极限性、饱和
性、相变或等效相变等特征，是开放系统进行多层面物
质、能量、信息交换的动态平衡重构过程。 

在现象界，过犹不及，适可而止；朴素本真，天成
自然。花开未盛、月圆未盈，乃表观佳境；而后随缘转
遇，盛极而衰、盈溢而亏。万千气象诸念所幻，沙等世
界各趋所适；其从一相对稳态演化到另一相对稳态的转
变过程基本可经由参量代换或直接依据方程（1）式的极
限解（或饱和解）、波动解（或振荡解）、极限与波动复
合解、近似等效解析解及诸解的复合函数等形式予以趋
势性描述。其中依据方程（31）式予以趋势描述的部分
自然饱和过程曲线如图 34 所示，其 18 种曲线即包含极
限情况下方程（15）式中双曲正切函数或描述 S 型曲线
的经典 Logistic 函数（19）式的 2 种曲线形态。 

 
图 34 自然饱和过程趋势方程曲线图 

Fig.34 Curves figure of tendency equations of the natural 
saturation process 

一般现象演化在微过程含有小幅值振荡现象，在极限
上至少存在一趋势参量乃至饱和参量，非线性科学研究主
旨之一即是确定这些参量；而诸多自然饱和过程则是更高
层面演化过程的局部构成环节或细化台阶。诸如生物生长
过程即是一个动态平衡过程，有单一饱和过程与多阶段饱
和过程，其中多阶段饱和过程可由级数方程（58）式或（59）
式描述；而对于单一的理想饱和过程，可由方程（15）予
以简单描述。 

下面以树木生长高度曲线、材料断裂韧性曲线为例，
给出二个较为理想的单一过程趋势方程具体形式。 
2.4.1 树木生长高度曲线方程 

基于方程（15）式，得树木生长高度 (m)H 与时间 (a)t
之间的关系方程（221）式，曲线如图 35 所示，树木（紫
果云杉）高度数据来自文献[16]，方程与数据之间的相关
系数为 0.9993。 

)]97(02.0tanh[2222  tH 。       （221） 
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图 35 树木（紫果云杉）生长过程趋势方程曲线图 

Fig. 35 Curve figure of tendency equation of the tree(Picea 
purpurea) growth process 
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2.4.2 材料断裂韧性曲线方程 

基于方程（ 15）式，可得类如材料断裂韧性

K (MPam0.5
)随屈服强度 Y (MPa)变化等的趋势方程

（222）式 

)]1250(005.0tanh[73104 Y  K 。  （222） 

方程曲线如图 36 所示，图中钢材料 AISI4340 
(40CrNiMo)断裂韧性的数据来自文献[17]。 
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图 36 钢材料断裂韧性趋势方程曲线图 

Fig. 36 Curve figure of tendency equation of fracture 
toughness for steel material 

2.5  蠕变过程 

对于部分材料蠕变过程曲线、疲劳裂纹扩展速率曲

线，以及诸如材料切削走刀抗力（或后刀面磨损宽度）

—时间（或切削路程）曲线、生产总成本—总量曲线、

二极管 V—A 特性曲线、生物体生住异灭轮转及世界成

住坏灭循环过程等，可基于方程（31）式或方程（41）
式予以趋势描述；这些曲线的特征是具有初期快速、中

期线性平缓、末期急剧演化区域。整体上，卍、卐形曲

线可由方程（1）式的近似等效解析解（31）式给出，在

此，蠕变过程与饱和过程可由同一方程及其相关扩展形

式描述，皆为同类过程的不同形式表现。 
对于金属或岩石部分典型蠕变过程曲线[17~20]从材料

开始变形、经线性拉伸到断裂点三阶段伸长率 与时间

t 的关系，可用方程（31）式的 )(t 形式予以趋势性描

述， )(t 方程如下 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0C3

0C20C1
C0 tt

ttttA






 ， 

（223） 
这里 0t 、 CA 、 C1 、 C2 、 C3 为待定常量， 00 )(   tt 。 

方程（223）式或其坐标置换方程形式的趋势性曲线

如图 37 所示。 
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图 37 金属或岩石材料典型蠕变过程趋势方程曲线图 

Fig. 37 Curve figure of tendency equation of typical 
creep process for metal or rock material 

依据方程（31）式描述的近于极限状态的饱和过程曲

线（如图 34 所示）与蠕变过程趋势性曲线（如图 37 所示），

表明在趋势上，饱和或极限过程、蠕变过程等皆是同一类

方程的不同体现形式，也即在趋势层面可由方程（31）式

及其相应扩展形式统一描述相关的自然饱和过程、材料蠕

变等过程；进一步地，饱和极限、材料断裂、电磁击穿、

流体湍流等特征具有相通的演化机理，在解析描述方面可

相互借鉴参照，其趋势性的起承转合特征可由相近的数学

方程（1）式及其等效解析解（31）式或其相应扩展形式、

级数方程（58）式等进行统一刻画或一致性描述。 
对于伸长率方程（222）式，取时间最大值 tt max ，

则当 

1)( 0maxC1  tt 、 1)( 0maxC3  tt  

时，方程即可简化为 

)](1[)](1[
)](exp[)](1[

0C30C3

0C20C1
C0 tttt

ttttA





  

)]](exp[)](1[5.0 0C20C1C0 ttttA    

)]exp(1[5.0 0C20C1C0 ttA    

tAttA C1CC20C2C 5.0)]exp(1)[exp(5.0   ； 

（224） 
方程（224）式与诸如改进的 Nishihara 模型等方程表述的

解[18]  

ttEEE )()]exp(1[ SC
1
2m2

1
1mC

1
2C

1
1     

形式相同；这里 1E 为弹性模量， 2E 为黏弹性模量， 1m 、

2m 为黏性系数， C 为材料所受常应力， S 为材料长期

强度， SC   ；即得方程（223）式部分系数与力学参

数间关系方程组 

























.][5.0
,)exp(5.0

,
,)]exp(1[5.0

1
2mSCC1C

1
2C0C2C

1
1m2C2

1
1C0C20C1C0







A
EtA

E
EttA

（225） 

在整体脉络上，生物生长的饱和过程与材料受力的蠕

变过程是同一类数学方程的不同表现形式；而在细节特征

上，树木的枝叶扩散与材料的裂纹扩展则具有相近的分维

（分形）曲线形态。 
2.6 趋势性远景脉络及轮廓 

在自然现象演化过程，一般趋势上的规律具有阶段性

的起承转合特征；这其中引入无穷会导致层面跨越，跨越

层面后的性质一般已经发生变化，而仍以原层面的性质细

化平均或广域延展描述，仅是一种拟定所需的在原层面的

趋势概括。无穷小通过适当降维可展现无穷多的细节及大

于零的常量特征，无穷大通过适当升维可整体趋近常量、

乃至是无穷小表征。无穷小再小本质上仍为区域，无穷大

再大仍有预置的边界本际；适当变化维数，诸多无穷小与

无穷大皆可转化为非零的常量。 
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自然现象（广义上包括社会现象）演化过程纷繁复

杂，多背景、多层面、多变量等诸多因素参与其中；线

性缓慢增长是否一定会带来非线性快速增长，非线性快

速增长是否一定会以某种极限形式作为阶段性的后期状

态，则是由现象演化过程与环境之间所进行的物质、能

量、信息等因素交换的动态平衡决定的；其一是线性缓

慢增长是否会引起积累的释放，其二是非线性快速增长

之后进入新的平衡状态，然后分岔，或缓慢变化成为下

一次非线性快速变化的前期线性台阶，或在极少数情况

下导致断崖式衰减（衰落），即单因素增长过冲导致失调

失控；所以，有效控制增长模式，是这方面的重要研究

方向。 
在构造层面并同时兼顾解析及计算层面的研究方

向，首先建立较为普适而又相对具体的现象演化过程方

程组，然后进行适当理想简化处理，给出其解析解；将

该解析解根据讨论方向进行形式拓展，再代回原来未简

化的方程组中进行试探性确定近似解的初步形式；经过

若干次近似解的形式拓展修改、试探性回代，最终确定

方程组近似解在探讨方向的具体形式，直至构造出更高

层次的方程组，乃至拓展出更普适基础的数学框架；这

也是在构造层面数学家工作的内涵精要所在。 
在解析构造上，定义了 0（空元）及 1（或单位元），

约定了加法运算及其逆运算规则（包括衍生出单位逆

元），则几乎全部数学可由此构建起来。简略上，大的数

学在于框架构造，小的数学在于解析计算；整体上，框

架构造与解析计算相辅相成，即脉络上数学的大与小相

融无别。 
数学发展到今天，机械论的内核思想仍然在起着主

导作用，并在未来的一段时期仍将继续下去。机械论思

想有其显著的直观朴素的优势，拆解重组、变换叠加、

进退有据。在机械论方向，连续是可以由离散单元的组

合予以描述的，而离散单元本身又具有连续的属性；阶

跃具有连续的特征，连续具有可分割的性质；在同一层

面上线性是非线性的特例，而在跨层面上某一层面的非

线性又是另一层面线性的近似表述。 
在一般意义上，数学不同于哲学，但具有细化哲学

的特质；数学不完全是科学，但框架构造往往需要解析

计算数值验证；数学有别于通常知识，但可以改善知识

结构并相互促进；数学并行于传统宗教，从大千世界抽

象出的构造延展有效性及方程描述普适性可以生成由衷

的理体信仰。 
诸多情况下，某一层面的待解问题，其答案或解决

途径往往在相邻层面或在更远更深的背景层面中，乃至

其指引及关联就在即下的平素日常生活里，在经意或不

经意的举手投足及展眉瞬目间，而究竟并没有最终答案

或根本解决途径，存留的仅是学者的阶段性努力意愿及

探索朝向。尤为重要的是，若经年累月的理论研究及实

践探索没有助力消解我执和法执、以及勘透生灭并获得

稳定开放的实证检验，则人生无论如何还是近于虚度了。 

一般方程建立都是有其相应抽象前提基础及理想边

界条件的；随着建立方程的前提基础及边界条件的变化，

原来建立的方程将逐渐失效，需要在新的前提基础及边界

条件下建立新的方程形式，进而给出新阶段的演化规律。

譬如一组动力学微分方程，当前提基础及边界条件发生变

化时，一般不再严格有效；诸如曾经的山盟海誓一般多是

阶段性的、乃至是暂态的表现，不具有长程动态的内涵属

性，悲欢聚散、成住坏空皆是因缘果的延续代换演进；当

现象演化从一个稳定状态向另一稳定状态过渡时，则描述

现象演化的微分方程就需要作出相应的形式调整，乃至重

新建立方程组，给出新的规律刻画。 

单一的、局部的饱和过程构成更高层面多变量演化过

程的一个阶段性剖面投影台阶，在前一个接近相对缓慢变

化的饱和区域，转育下一个模式的饱和发展过程，其脉络

上在传续中突破、在更迭中演进；分析中于整体层面进行

多阶段、多台阶、多模式、系列相变的联合描述，综合平

衡局部细节精度与动态整体演化趋势的关系，机理分析与

趋势计算相结合，将预言的解析数据与实际将生成的基础

数据进行比较，然后根据比较结果，对趋势性方程进行相

应调整或继续保持，包括方程中的待定系数，乃至构造新

的方程形式，形成趋势方程库，继而实现从基础数据库，

经趋势方程库，到解析数据库，再返回与基础数据库对比，

调整趋势方程形式，补充趋势方程库，导出更新的解析数

据库，形成动态的自循环、自提升的三库联动数据体系。 
对于封闭系统或开放系统，激励、演化及守恒，这三

个紧密联系的要素对应着系统参量线性方程或非线性方

程的作用项、微分及积分运算，在微元与整体之间的可逆

演绎或局部可逆演绎是动力学方程的主旨内涵，是自

Newton 自然哲学以来的数理框架根基，根本上具有机械

论或还原论的思想内核；这其中，往往一个简单而又典型

的非线性微分方程，却可能没有严格解析解。建立与微积

分方程相并行、同时可相互变换的体系，将是含融并超越

目前线性方程及非线性方程，尤其是经典几何与代数结合

模式及复变函数阶微积分方程形式、进而实现多层面解析

刻画的重要探索方向。描述现象演化过程的数理方程具有

相应的逻辑延展性，延展方向及延展程度由哲学思辨融合

予以甄别确认。 

在更为深刻的层面上，数理方程及逻辑框架是舟楫、

是桥梁、是台阶，同时亦是藩篱、是束缚、是障碍；轻视

数理逻辑显然是不合适的，但离开数理逻辑及模型方程就

难以理解自然及本身，则毫无疑问是步入歧途了；当然，

在思议的极限层面，歧途与大道不一不异。 
极致上，数理方程及哲学论述，构成了次第理解世界

成住坏空演化机理的步进台阶。在近于究竟层面，科学技

术、文学艺术、政论治国等，皆具有理想抽象、实践混叠、

动态适应的操作，虽基本面向相异，然框架延伸相通相容，

内涵旨趣连绵一体。 

自然含容逻辑，自然超越逻辑，自然具有无限的创造

性。 
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2.7 自然现象演化过程的趋势性大体分类 

对广泛的自然现象进行深入分析，其演化过程可有
多种分类途径和方法；其中从饱和过程及蠕变过程的角
度考察，可以初步确定自然现象（也包括社会现象）演
化过程在趋势上大体分为如下三类： 

第一类，饱和过程；严格的饱和过程在整体远景上
趋于一定值，广义的饱和过程趋于确定的规律或方程形
式，定演化规律之间的跳转，乃至定非定； 

第二类，蠕变过程；严格的蠕变过程，在远景上迅
速趋于无限；广义的蠕变过程，经过快速的增长后又趋
于较为平缓的变化，即短期的快速增长后没有进入无限
状态，而是进入另一阶段的演化过程；  

第三类，除上面单一饱和过程及蠕变过程的其它演
化形式；这类演化过程部分地或是具有饱和过程及蠕变
过程二者兼容或叠加的混合模式，或是几乎完全不同于
饱和过程及蠕变过程的演化形式。 

一般地，较为理想的饱和过程及蠕变过程容易建立
方程模型予以刻画；尤其在较为简单的趋势情况下，可
以依据非线性微分方程（1）式及其近似等效解析解（31）
式或相应的扩展形式予以趋势性描述；对于较为复杂的
演化过程，可划分为若干阶段性区域，然后分解为一系
列的相互连接的单一饱和过程及蠕变过程，依据级数
（58）式、（59）式等予以趋势性或轮廓层面的相变系列
描述。 

其中，可依据级数（59）式描述的多阶段饱和过程
如图 38 所示，在后期呈现出蠕变状态的多阶段演化过程
如图 39 所示。在多阶段饱和过程或蠕变演化过程中，局
部或阶段性的饱和过程与蠕变过程可相互转化及构成。 

多阶段饱和过程演化曲线

后期缓慢增长状态

后期零增长状态

后期缓慢衰减状态

 
图 38 可由级数方程描述的多阶段饱和过程演化曲线 

Fig. 38 Curve figure of the evolution characteristics of a multi-stage 
saturation process that can be described by the series equation 

后期蠕变状态的多阶段演化过程曲线

后期快速蠕变状态

后期中速蠕变状态

后期缓慢蠕变状态

 
图 39 可由级数方程描述的后期蠕变状态的多阶段演化过程曲线 
Fig. 39 Curve figure of a multi-stage evolution process with the creep 

state in the later stage that can be described by the series equation 

2.8 自然现象演化过程的规律谱系—简学或维学纲要大略 

将方程（1）式及其近似等效解析解（31）式作为描
述自然现象演化过程一方程组的理想简化形式或趋势性
近似解，可初步对诸多现象予以一个较为完整的阶段性描
述，进而对于多阶段饱和或蠕变过程，依据级数（58）式、
（59）式趋势性描述次序连接的演化子过程。 

诸多方程都包含着相应层面的基本常数，而系列规律
之间的连接纽带即多以这些基本常数解析展开为包括更
基本常数的方程为核心环节，通过规律中的基本常数诸级
解析展开实现规律之间的转化过渡及跳转迁移，即一过程
规律中的基本常数是包含着更细微或更广阔层面基本常
数的局部能量时空尺度方程数值形式近似表示的归化量，
其背后往往还隐含着无尽的大略趋势与无穷的纷繁细节。 

在相邻演化规律之间，表现为规律的串联方式及并联
方式；其中串联方式主要是逻辑延展递进关系，并联方式
主要是逻辑补充关系，如此形成演化规律分布谱系（或谱
阵），在构造上具有多维数（或维度，包括整数维、分数
维、函数维等）本质属性；每一规律都有相应具体内容，
诸规律联合起来成为阶段性较为完整的描述内容，如此动
态的规律谱系（谱阵）逐步接近所描述的目标现象演化过
程，且相邻现象演化规律谱系（谱阵）之间亦相互影响。 

将关于上述构造方式的自然现象演化过程规律分布
谱系（谱阵）及连接延展纽带的学问称为简学(Jiansics, 
Jiansism) 或维学(Dimennics, Dimennism)，其包含现象系
列相变演化规律的描述，纲要大略主要有下面三个定则： 

A 由自然现象演化系列相邻过程的系列规律形成具
有相应分布特征的规律谱系（谱阵），一方向是一规律谱
系（谱阵）可在趋势上凝聚成极少数规律、乃至凝聚为一
个规律或方程组，另一方向是规律谱系中的单一规律亦可
进一步细化分解为更细微的规律谱系（谱阵）； 

B 规律谱系（谱阵）中的规律分布通过基本常数的
次第解析展开(包括更基本常数的方程)或凝聚归化予以
连接并延展，在谱系（谱阵）范围内基本常数的数量可数； 

C 不同自然现象演化规律谱系（谱阵）之间通过基
本常数交互重叠及纽带连接形成动态的规律谱系（谱阵）
簇，诸规律谱系（谱阵）簇之间亦通过基本常数相互混叠
连接，形成多维动态规律系统；特别地，规律谱系及其演
替脉络亦具有周期性或准周期性特征。 

其中规律谱系（谱阵）之间及规律谱系（谱阵）簇之
间延展的交叉重叠是表现形式，基本常数的次第解析展开
与凝聚归化及其之间的相互交织是纽带内涵。 

如此，简学或维学作为一门研究自然现象演化规律谱
系（谱阵）及其延展的学问，研究内容包括规律之间递进
演化、规律的展开与规律的凝聚、规律与伴生悖论的转化、
规律的分布、规律谱系（谱阵）特征、规律谱系（谱阵）
之间及规律谱系（谱阵）簇之间重叠交叉及纽带关联等。 

对于科学技术中的解析理论及唯象经验描述框架，一
般的单一方程是与更广泛的多层面方程相联系的，甚至是
一多层面联立方程组的理想简化形式或多变量广义守恒
解；而诸常数则贯穿其中，亦都具有相应的包含着更基础
常数的解析方程表述形式，诸层面相互交叉、混叠、嵌套；
从定性描述开始，到定量描述，再到新的定性描述，周而
复始循环渐近；涵覆整体大略协调，兼容局部关联各异。 

根本上，解析仅是一种理想，解析的基础一般仍然是
唯象构造，而构造则与悖论伴生。规律是自然的理想简化
衍生品，其当与自然同步演进，前人留下的经典及义理多
为后续者的探索指向及行进台阶。 

世人心系于繁衍的后代，学者倾顾于创建的理论，帝
王恩威于新开辟的疆域，圣者幻现于所教化的诸多世界。 
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3 自适应连接方程参数计算的预置迭代方法 

连接方程（31）式及映射方程（42）式～（45）式，
是以逻辑解析为内核的普适构造方法建立的。 

数学的逻辑解析和普适构造，与生物学的遗传和变
异相当。在相邻层面，普适构造以逻辑解析为内核，构
造过程框架新远兼顾继承；逻辑解析以普适构造为本底，
解析过程脉络严谨兼顾开拓，如此既可避免普适构造的
随意性，又可使得逻辑解析具有灵活的开放适应性，保
证数学理论框架体系相对自洽、适时突破、转折跃进。 

下面从连接方程（31）式的构造特征方程（20）式～
（36）式开始，给出数据曲线间断区域自适应连接方程
中参数确定的预置迭代计算方法，其尤适于饱和过程曲
线的自适应连接。对于较复杂的曲线间断区域，包括位
错间断、回转间断等，可依据映射方程（42）式～（45）
式予其虚拟端点分段连接、端点数据段平移或旋转等方
式计算；对于部分蠕变过程及方程（41）、（45）式的形
式，亦可参照计算。 
3.1 自适应连接方程在三个局部区域的线性形式 

根据连接方程（31）式 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

03

0201
0 xx

xxxxAyy








， 

其一等效形式为 
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则在 0xx  区域，当 1)](2exp[ 03  xx 时，得 
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进而在 0xx  区域，当 1)])(exp[( 031  xx 时，

得方程（31）式的局部区域方程及其斜率 1 方程分别为 
)])(exp[( 0230 xxAyy   ，       （228） 

)])(exp[()( 023231 xxA   ；  （229） 
在极限状态，当 1)])(abs[( 023  xx 时，由方程

（228）、（229）二式得方程（31）式在 0xx  区域的局

部线性方程形式及其斜率分别为 
)])(( 0230 xxAAyy   ，        （230） 

)( 231   A 。                    （231） 
在平衡点 0xx  邻近区域，当 

1)]](),(),(max[abs[ 030201  xxxxxx   

时，则方程（31）式在 0xx  邻近区域的线性方程形式

及其斜率 2 分别为 

)](1[)](1[
)](1[)](1[

0303

0201
0 xxxx

xxxxAyy





  

))((5.0 0210 xxAy   ，         （232） 

)(5.0 212   A 。                 （233） 

根据方程（31）式，其另一等效形式为 
)])(exp[( 0310 xxAyy    

；
)](2exp[1

)])((exp[1
03

021

xx
xx






  （234） 

则在 0xx  区域，当 1)](2exp[ 03  xx 时，得连接

方程（31）式的局部区域近似形式为 

)])((exp[
)](2exp[1[
)])(exp[(

)]](2exp[1[
)]])((exp[1[

)])(exp[(

021

03

0310

03

021

0310

xx
xx
xxAy

xx
xx

xxAyy



















 

)]])(2(exp[ 0321 xx   。（235） 

进一步地，在 0xx  区域，当 

1)])(2(exp[ 0321  xx  
时，方程（235）式成为 

)])((exp[1[
)])(exp[(

021

0310

xx
xxAyy






 

])](2exp[ 03 xx   ；      （236） 
当 

1)])((exp[ 021  xx 、 

1)]](2exp[ 03  xx  
时，由方程（236）式得方程（31）式的局部方程形式及

其斜率 3 分别为 
)])(exp[( 0310 xxAyy   ，        （237） 

)])(exp[()( 031313 xxA   ；    （238） 
继而在极限状态，当 

1)])(abs[( 031  xx  

时，由方程（237）、（238）式即得方程（31）式在 0xx 
区域的局部线性方程形式及其斜率分别为 

))(( 0310 xxAAyy   ，         （239） 

)( 313   A 。                     （240） 

3.2  自适应连接方程参数计算的预置迭代方法 

根据数据曲线间断区域性质及方程（31）式的三个线

性方程（228）~（231）式、（237）、（240）式，得方程组 














；

，

，

)])(exp[()(
)(5.0

)])(exp[()(

0E31313E

212SE

0S23231S

xxAk
Ak

xxAk





 

（241） 














；

，

，

)(
)(5.0

)(

313E

212SE

231S






Ak
Ak

Ak
            （242） 

式中 为连接方程曲线在平衡点附近区域的斜率倍数。 
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 值一般可取在 0.5～3.0 之间；其中对于缓变数据

曲线阶跃间断区域， 5.25.1 ～ ；而当 Sk 、 SEk 、 Ek
三个斜率值接近时， 0.1 。与方程（241）式比较，

方程（242）式适于缓慢变化情况。 

当拟合连续区域，由始点以右点、终点以左点之间

的连线、或对阶跃折线进行光滑处理时， SEk 等于连线

在平衡点局部区域趋势变化的平均斜率。 
根据方程（228）及（229）式、方程（237）及（238）、

（241）式，可预置 
)( ES10 xxgx  ，                    （243） 

)( ES2pv0 yygy  ；                  （244） 

得 



















；

，

，

1
SE21

1
pv0EE31

1
pv0SS23

2
)(
)(

Ak
yyk
yyk





           （245） 

将上式中的前二式分别代入方程（228）、（237）二式得 








；E0E

S0S ,



Ayy
Ayy

                     （246） 

式中 
]))((exp[ 1

pv0S0SSS
 yyxxk ， 

]))((exp[ 1
pv0E0EEE

 yyxxk 。 

可解得 0y 及 A的初始试算值分别为 














。

，
1

SESEp0

1
SESESSp00

))((
))((




yyA
yyyy

     （247） 

将方程（247）式中 p00y 及 p0A 作为 pv0y 及 A代入到方程

（245）式中，即解得 1 、 2 、 3 的第一次试算值分别

为 



















，

，

，

][5.0
][5.0
][5.0

SE
1
0pSE1p3

SE
1
0pSE1p2

SE
1
0pSE1p1

RRAk
RRAk
RRAk





        （248） 

式中 1
0p0EEE )(  yykR ， 1

0p0SSS )(  yykR 。 
对于缓慢变化曲线，由方程（230）、（237）、（242）

三式，可直接预置 
)( ES10 xxgx  ，                    （249） 

不需再预置 pv0y ；得 








；)(
,)(

0EE0E

0SS0S

xxkAyy
xxkAyy

           （250） 

故解得 0y 及 A的初始试算值为 








。

，

)]]([)]([[5.0
)]]([)]([[5.0

0SSS0EEEp0

0SSS0EEEp00

xxkyxxkyA
xxkyxxkyy

 

（251） 

将方程（251）式的 p0A 作为 A代入到方程（242）式中，

解得 1 、 2 、 3 的第一次试算值分别为 



















。

，

，

]2[5.0
]2[5.0
]2[5.0

ESSE
1
0p1p3

ESSE
1
0p1p2

ESSE
1
0p1p1

kkkA
kkkA
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        （252） 

在始点 ),(P SSS yx 及终点 ),(P EEE yx 位置，根据连接

方程（31）式及（245）式或缓慢变化曲线时的方程（252）
式得 

S0S Ayy  ，                      （253） 

E0E Ayy  ；                      （254） 
式中 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0Sp13

0Sp120S11p
S xx

xxxx








 ，（255） 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0Ep13

0Ep120Ep11
E xx

xxxx








 。（256） 

可解得 0y 及 A的第一次试算值分别为 













。

，
1

SESEp1

1
SEESSEp10

]][[
]][[




yyA
yyy

       （257） 

将方程（257）式的 p10y 及 p1A 作为 p00y 及 p0A 代入到

方程（248）式或缓慢变化曲线时的（244）式，再运算到

（251）式，得第二次试算参数值；如此迭代运算 J 次后，

得诸参数 Jp1 、 Jp2 、 Jp3 、 Jy p0 、 JAp ，即得数据曲

线间断区域自适应连接方程（31）式的具体形式。 
当 0ES  kk 时，可直接取 

][ ES20p0 yygy                       （258） 
作为初始试算值，有 

1
ESESEESS0p00p1 ]][2[  kkyyxkxkyx 。 

（259） 
当 0ES  kk 且 0S k 时，可取 

][ SE30p yygA                        （260） 
为初始试算值，有 

1
SESSp0SE0p1 )](2[5.0  kxxkAyyx 。（261） 

当 0ES  kk 时，由方程（244）、（245）或（247）、
（248）式可直接得到（31）式的特殊形式双曲正切方程 

)](tanh[ 00 xxAyy   ， ][5.0 ES0 xxx   
此式中 

][5.0 SEp0 yyA  ，
1

p0SE321
 Ak ， 

)](tanh[ 0SS xx   ， )](tanh[ 0EE xx   ， 

ES   ， ][5.0 ES0 yyy  ， 1
ESE ][5.0  yyA 。 

将方程（259）式 p10x 作为初始试算值，或调节 1g 、

2g 改变（31）式预置平衡点 ),( pv0pv0 yx 位置，及以连接
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曲线路径长度作为约束条件，可得到更好的连接曲线形

态。当以 Sk 和 Ek 代替 ),(P SSS yx 和 ),(P EEE yx 作为试算

值主指标时，会减少连接曲线在延伸段与原曲线的偏差。 
对部分现象，当待定参量数目略大于条件数目时，

可经预置迭代方法自适应求解，融合毛估与准确为一体。 
在计算中，需比较连接方程在 J 次与 1J 次或在起

始点 1 与 Sk 及结束点 3 与 Ek 的相对误差。其中对于数

据曲线阶跃间断区域，在 1J 时得到的自适应连接方程

可基本满足连接要求，一次试算即确定方程具体形式。 

4 自适应连接方程实例计算 

图 40所示数据曲线顺序间断区域，坐标数据分别为： 
始点 Pa(30, 6.0)，左邻域一点 Pa-(27, 6.6)； 
终点 Pb(50, 21.40)，右邻域一点 Pb+(53, 21.88)； 
始点 Pc(70, 24.60)，左邻域一点 Pc-(67, 24.12)； 
终点 Pd(85, 9.55)，右邻域一点 Pd+(88, 10.12)。 
运算过程直接取 

][5.0 ES0 xxx  ， 1J ， 5.2 。 
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图 40 数据曲线间断区域图 

Fig.40 Figure of discontinuous areas in data curve 

在 Pa～Pb间断区域，依据曲线间断区域性质得 
20.0S k ， 16.0E k ， 77.0SE k ， 400 x ； 

其属于缓慢变化曲线，可直接根据方程（251）、（252）、
（257）式依次求得 

90.11p00 y ， 90.7p0 A ； 

2665.0p11  ， 2209.0p12  ， 2462.0p13  ； 

9754.11p10 y ， 8125.7p1 A ； 
即得在 Pa～Pb间断区域的自适应连接方程为 

8125.79754.11 y  

)]40(2462.0cosh[2
)]40(2209.0exp[)]40(2665.0exp[





x

xx
。 

（262） 
同样计算得在 Pc～Pd间断区域的自适应连接方程为 

9476.89792.16 y  

)]5.77(3036.0cosh[2
)]5.77(2855.0exp[)]5.77(2821.0exp[





x

xx
。 

（263） 
当由方程（247）、（238）、（257）式计算 Pa～Pb间断

区域时，预置 )(5.0 ESpv0 yyy  ，即得方程（31）式中

诸参量 
8308.11p00 y ， 5991.7p0 A ； 

2736.0p11  ， 2231.0p12  ， 2574.0p13  ； 

6837.11p10 y ， 1124.8p1 A ； 
方程（31）式的具体形式为 

1124.86837.11 y  

)]40(2574.0cosh[2
)]40(2231.0exp[)]40(2736.0exp[





x

xx
。 

（264） 
连接方程（262）、（263）二式在数据曲线间断区域的

自适应连接曲线（红色）如图 41 所示。 
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图 41 数据间断区域自适应连接方程曲线图 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 41 Curves figure of adaptive connection 

equations in discontinuous areas of data 
━ curves of data segments    ━ curves of adaptive connection equations 

当运算取 3J 时，根据方程（251）、（252）、（257）
式得在 Pa～Pb之间的间断区域自适应连接方程具体形式 

8030.79546.11 y  

)]40(2493.0cosh[2
)]40(2236.0exp[)]40(2698.0exp[





x

xx
； 

（265） 
其曲线如图 42 所示；表明 3J 时曲线（绿色）与 1J
时曲线（红色）基本重合，相对误差绝对值小于 0.7%。

对 SE yy  与 SE yy  情况，可预置 pv0x 、 pv0y 分别偏向 Sk
和 Ek 中低值与高值的曲线端，以获得较好曲线形态。 
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图 42 Pa到 Pb间断区域自适应连接方程曲线对比图 

━ 方程曲线(J = 1)  ━ 方程曲线(J = 3) 
Fig. 42 Comparison result figure of curves between adaptive 
connection equations when J = 1 and J = 3 in discontinuous 

area from points Pa to Pb 
━ curve of the equation when J = 1 which covered by curve when J = 3 

━ curve of the equation when J = 3 
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上述分析计算给出了数据曲线间断区域的自适应连
接方程及其曲线特征；数据曲线间断区域的端点呈现前
后序列分布，依据方程（31）式可进行自适应连接分析。 

下面仍以方程（31）式为基础，依据映射方程（参
量方程）方法（42）～（44）式，给出一般曲线在位错
间断、回转间断时的连接方程形式及其曲线形态特征。 

图 43 中所示的位错间断区域，坐标数据分别为： 
始点 Pa(53.0, 6.0)，左邻域一点 Pa-(50.0, 5.4)； 
终点 Pb(50.0, 21.4)，右邻域一点 Pb+(54.0, 22.0)。 
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图 43 曲线位错间断区域图 

Fig. 43 Figure of discontinuous area with the dislocation of curve 

将 Pa 段曲线向左平移生成 Pc 段曲线，Pc 点坐标 

bc xx  、 ac yy  ，这里 Pc(30.0, 6.0)，取左邻域一点

Pc-(27.0, 5.4)；其如图 44 所示；由方程（31）式得新的

间断区域 Pc与 Pb之间自适应连接方程（42）式具体形式 

7240.59609.13 y  

)]40(6652.0cosh[2
)]40(2905.0exp[)]40(2837.0exp[





x

xx
。（266） 

自适应连接方程（266）式曲线如图 45 所示。 
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图 44 向左平移 Pa段曲线生成 Pc段曲线的间断区域图 

Fig. 44 Figure of discontinuous area of the curve of Pc data segment 
generated by the translation of Pa data segment to the left 
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图 45 Pc到 Pb 间断区域自适应连接方程曲线图 

━ Pc与 Pb之间方程曲线 
Fig. 45 Curves figure of adaptive connection equation in 

discontinuous area from points Pc to Pb 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pc to Pb 

由图 43 中位错间断特征，可得映射方程一形式为 

)]](5.0[sin[)1( bc1bDaD xxxxxx     

))(5.0( cD2 xx   ,（267） 

式中 1x 、 2x 、  为待定系数，  为中间参量，

bc xx   ； D 为位错间断连接映射系数，当 0D  时

为折线及尖角连接，当 0D  时为近于折线、近于光滑

及光滑连接，光滑连接一般取 8.02.0 D   一值即可。 

对于映射方程（267）式，待定系数 1x 、 2x 、   

之间的关系方程组为 
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（268） 
由方程组（268）式解得诸待定系数 
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（269） 

简单地当 5.0D  时，得方程（267）式具体形式为 

)]40(7322.0sin[7666.35.51  x 。  （270） 

由（266）、（270）二式即得参量方程（44）式具体形式 


















。

，

5030;)]40(7322.0sin[7666.35.51
)]40(6652.0cosh[2

)]40(2905.0exp[)]40(2837.0exp[
7240.59609.13






x

y

 

（271） 
通过方程（271）式将 Pc与 Pb之间的自适应连接曲线

映射到 Pa与 Pb之间的位错间断区域，曲线如图 46 所示。 
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图 46 间断区域的映射方程连接曲线图( ρD = 0.5) 

━ Pc与 Pb之间方程曲线  ━ Pa与 Pb 之间方程曲线 
Fig. 46 Curve figure of mapping equation between two 
connecting curves in the discontinuous areas(ρD = 0.5) 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pc to Pb 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pa to Pb 
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将图 46 中的 Pc段曲线及其与 Pb之间的自适应连接

方程曲线去除，即得图 43 中的位错间断区域 Pa与 Pb 之

间的连接方程（271）式光滑曲线如图 47 所示。 
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图 47 位错间断区域连接方程曲线图(ρD = 0.5) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 47 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the dislocation of the curve(ρD = 0.5) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

当 25.0D  时，得方程（267）式具体形式为 

)]40(7322.0sin[8338.125.52  x  

)30(075.0   。（272） 

由（266）、（272）二式即得映射方程组或参量方程 






















。

，

5030;)30(075.0
)]40(7322.0sin[8833.125.52

)]40(6652.0cosh[2
)]40(2905.0exp[)]40(2837.0exp[

7240.59609.13







x
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（273） 

通过映射方程组（273）式将图 45 中 Pc与 Pb之间的

连接曲线映射到间断区域 Pa与 Pb之间，即得图 43 中位

错间断区域 Pa与 Pb之间的连接曲线如图 48 所示。 
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图 48 位错间断区域连接方程曲线图(ρD = 0.25) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 48 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the dislocation of the curve(ρD = 0.25) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

特别地，在映射系数 0D  时的临界状态，得待定

系数 01 x ，方程（267）式具体形式为 

)30(15.00.53  x 。             （274） 

由（266）、（274）二式即得映射方程组或参量方程 
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5030;)30(15.00.53
)]40(6652.0cosh[2

)]40(2905.0exp[)]40(2837.0exp[
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（275） 
通过映射方程组（275）式将图 44 中 Pc与 Pb之间的

连接曲线映射到间断区域 Pa与 Pb之间，即得图 43 中位错

间断区域 Pa与 Pb之间的折线连接曲线如图 49 所示。 
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图 49 位错间断区域连接方程曲线图(ρD = 0) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 49 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the dislocation of the curve(ρD = 0) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

当 5.0D  时，得方程（267）式具体形式为 

)30(3.0)]40(7322.0sin[7666.35.54  x 。 

（276） 
由（266）、（276）二式即得映射方程组或参量方程 
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（277） 
通过映射方程组（277）式将图 45 中 Pc与 Pb之间的

连接曲线映射到间断区域 Pa与 Pb之间，即得图 434 中位

错间断区域 Pa与 Pb之间的尖角连接曲线如图 50 所示。 
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图 50 位错间断区域连接方程曲线图(ρD = -0.5) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 50 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the dislocation of the curve(ρD = -0.5) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 
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下面图 51 所示的曲线间断区域为回转间断区域，端
点坐标数据分别为： 

始点 Pa(30.0, 7.20)，左邻域一点 Pa-(27.0, 6.84)； 
终点 Pb(24.0, 21.48)，左邻域一点 Pb-(21.0, 21.87)。 
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图 51 曲线回转间断区域图 

Fig. 51 Figure of discontinuous area with the turn-back in curve 
与图 43 所示的位错间断区域性质类似，图 51 所示

的回转间断区域亦不能直接应用方程（31）式进行自适
应连接描述，需要将其一个端点开始的数据段或二个端
点的数据段进行移动，生成新的端点前后次序排列的间
断区域，再依据方程（42）式、映射方程（43）式及参
量方程（44）式得到回转间断区域的连接曲线。 

在回转间断区域图 51 中，因 ba xx  ，故可考虑将

Pb段曲线以 0.30a  xx 为轴线向右旋转对称生成以 Pc

为端点的对称曲线，使得端点 Pc 的坐标 ac xx  、

bc yy  ；这里端点 Pc(36.0, 21.48)，在新生成的 Pa与 Pc

之间的间断区域，有 

0.33)(5.0 cam0  xxx ； 

并取端点 Pc右邻域一点 Pc+(39.0, 21.87)；旋转之后生成
的间断区域如图 52 所示。 
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图 52 Pb 段曲线向右旋转生成 Pc段曲线的间断区域图 

Fig. 52 Figure of discontinuous area of the curve of Pc data segment 
generated by rotating the curve of Pb data segment to the right 
由方程（31）式得新间断区域 Pa与 Pc之间的自适应

连接方程（42）式的具体形式为 

7490.63217.14 y  

)]33(9144.0cosh[2
)]33(3499.0exp[)]33(9366.0exp[





x

xx
； 

（278） 
连接方程（278）式的曲线如图 53 所示。 

依据图 51 所示的回转间断区域特征，相应的映射方
程（43）式有多种表述形式，其一简洁的多项式形式为 

01
2

2   x ,               （279） 

式中 为中间参量， ca xx  ； 0 、 1 、 2 为待 
定系数。 
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图 53 Pa到 Pc间断区域自适应连接方程曲线图 

━ Pa与 Pc之间方程曲线 
Fig. 53 Curves figure of adaptive connection equation in discontinuous 

area from points Pa to Pc 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pa to Pc 

映射方程（279）式中诸待定系数的关系方程组为 
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这里 TB 为回转间断连接映射系数；当 2.0TB  时为

近于折线及尖角连接，当 2.0TB  时为近于光滑及光

滑连接，光滑连接取 0.120.0 TB   中一值即可。 
由方程组（280）式解得（279）式中诸待定系数 
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（281） 

当映射系数 63.0TB  时，得方程(279)式具体形式 

06.29492.823354.0 2  x 。     （282） 

由方程(258)、(262)二式即得映射方程组或参量方程为 
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3630;06.29492.823354.0
)]33(9144.0cosh[2
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（283） 
通过映射方程组（283）式将 Pa与 Pc之间的连接曲线映射
到回转间断区域 Pa与 Pb之间，曲线如图 54 所示。 
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图 54 间断区域的映射方程连接曲线图(ρTB = 0.36) 
━ Pa与 Pc之间方程曲线  ━ Pa与 Pb之间方程曲线 
Fig. 54 Curve figure of mapping equation between two 

connecting curves in the discontinuous areas(ρTB = 0.36) 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pa to Pc 
━ curve of equation in discontinuous area from points Pa to Pb 
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将图 54 中的 Pc段曲线及 Pa与 Pc之间的连接方程曲

线去除，即得图 51 中回转间断区域 Pa与 Pb之间的连接

方程（283）式曲线如图 55 所示。 
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图 55 回转间断区域连接方程曲线图(ρTB = 0.36) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 55 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the turn-back of the curve(ρTB = 0.36) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

当映射系数 2.0TB  时，得方程(279)式的具体形

式为 

00.22860.162667.0 2  x ；     （284） 

由方程(278)、(284)二式即得映射方程组或参量方程为 
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（285） 

通过映射方程组（285）式将图 53 中 Pa与 Pc之间的

连接曲线映射到回转间断区域 Pa 与 Pb 之间，然后将 Pc

段曲线及 Pa 与 Pc 之间的连接方程曲线去除，即得图 51
中回转间断区域 Pa与 Pb之间的连接曲线如图 56 所示。 
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图 56 回转间断区域连接方程曲线图 (ρTB = -0.2) 
━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 

Fig.56 Curve figure of connection equation in discontinuous area 
with the turn-back of the curve (ρTB = -0.2) 

━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

当映射系数 2.0TB  时，连接曲线与数据段曲线

在连接端点处或连接点附近将出现从光滑连接及近于折

线形态向折线、单尖角及双尖角形态发展。其中当

2.1TB  时，得方程(279)式的具体形式为 

00.1324.50667.0 2  x ；        （286） 

由方程(278)、(286)二式即得映射方程组或参量方程为 
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（287） 

通过映射方程组或参量方程（287）式即得图 51 中回

转间断区域 Pa与 Pb之间的连接曲线如图 57 所示；连接曲

线与二数据段在端点连接处呈现显著的单尖角形态。 
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图 57 回转间断区域连接方程曲线图(ρTB = -1.2) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 57 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the turn-back of the curve(ρTB = -1.2) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 

当映射系数 3TB  时，得方程(279)式的具体形式

为 

00.78000.456667.0 2  x ；      （288） 

由方程(278)、(288)二式即得映射方程组或参量方程为 
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（289） 

通过映射方程组或参量方程（289）式，即得图 51 中

回转间断区域 Pa与 Pb之间的连接曲线如图 58 所示；连接

曲线与二数据段在连接端点处呈现显著的双尖角形态。 
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图 58 回转间断区域连接方程曲线图(ρTB = -3) 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 58 Curve figure of connection equation in discontinuous area 

with the turn-back of the curve(ρTB = -3) 
━ curve of data segments    ━ curve of connection equation 
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以数据曲线间断区域的自适应连接方程（31）式为
基础，对一般曲线间断区域一个端点或二个端点数据段
进行平移或旋转操作，生成新端点先后序列的间断区域，
即可根据映射方程方法（42）～（45）式，对较为广泛
的曲线间断区域或等效间断区域予以趋势性连接描述，
为多维空间数据组间断区域的光滑连接提供运算基础。 

在势的导引或拟局方向，图 41 所示为顺势导引，图
47、图 48 所示为移势导引，图 55、图 56 所示为转势导
引；移势与转势皆蕴含借势、造势和隐化的成分。 

数据曲线间断区域的连接构造，一是可以光滑连接
间断区域，二是可以在趋势层面补充缺失数据或内插数
据，三是可以穿过曲线折线或缠绕区域进行趋势性拟合，
进而建立解析或半解析动力学方程并予以短程趋势性预
测。根据间断区域特征研究建立具有针对性的连接方程
类，与各种连接方法联合研究，核心参数求解算法相互
促进，发展形成通用的开放性工具软件，构造、解析、
计算三位一体，具有深刻的理论意义及广阔的应用前景。 

5 结 论 

本文通过对非线性动力学方程近似等效解析解及数
据曲线间断区域性质的分析，给出了自适应连接方程的
构造形式及其参数确定的预置迭代计算方法，进而给出
一般曲线间断区域的映射方程组连接方法，实例计算表
明连接效果很好，对饱和过程及蠕变过程的趋势描述、
位错间断及回转间断的映射连接等都有较好的适应性；
提出了现象演化状态间转变方程，其一般遵循最优或最
简洁路径光滑曲线方程的原则；文中给出并分析了非线
性 Newton 动力学方程、RLCNG 串联电路方程、现象演
化系列相变特征函数的扩展型双曲正切级数表示形式及
自然演化平衡法则、粒子统计分布的平均能量方程扩展
形式及平均粒子数趋势方程、稳定核素比结合能方程、
核素结合能的理论最大值及相应质子数、太阳系元素丰
度趋势方程、分子势能方程及材料蠕变方程等相关内容。 

本文给出的分析计算及预置迭代方法虽然较为简
洁，但仍有其局限性，仅供自然科学及工程技术中数据
曲线间断区域或等效间断区域的自适应连接、时间序列
与饱和及蠕变过程非线性动力学方程等效解析解分析及
拟合或连接方程形式构造、趋势性极限与细节波动复合
过程描述、极端瞬变与缓变过程刻画、人工神经网络模
型中的一般性或广义激活函数构造、数据主曲线优化与
回归分析融合、曲线缺失数据的趋势性填充、数据库中
部分参量间的关联性探索等方向深入研究时参考。 

对非线性动力学方程及其近似等效解析解的深入分
析表明，未来宜建立一套与现有 Newton 微积分理论并行
的数学理论框架，在 Newton 微积分理论中没有解析解的
演化方程描述，部分地在新的理论中方程直接有解析解，
实现多层面开放式的激励、演化、守恒方程阐释，虽然
在根本上新理论仍是近似性、趋势性及过渡性的体系。 
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研究报告[Research Report] 

关 于 连 接 方 程 的 简 略 注 释 
阎 坤 

( 西安现代非线性科学应用研究所  西安 710061 ) 

摘  要：本文给出了连接方程的构造过程及其若干应用的简略注释，并进而给出了前偏对称(欠对称或弱对称)方程及后偏

对称方程的简洁构造形式，讨论了连接方程是一非线性动力学方程的近似等效解析解的分析方法，分析了一类简单非线性

微分方程的基本解析解表示形式，探讨了自然现象演化过程的规律谱系（或谱阵）及连接纽带大略—简学或维学研究方向，

提出了现象在演化过程的状态转变方程，其在一般情况下遵循最优或最简洁路径光滑曲线方程形式这一自然最优原则或自

然简洁原则，构建了现象演化系列相变特征函数的一种扩展型双曲正切级数近似表示形式，继而提出了自然演化平衡法则，

给出了生物生长曲线趋势性方程；依据连接方程的非线性动力学方程近似形式，预言了二个基于非线性动力学方程的电路

元件－电存器(nonlinstor)和电敏器(geomsentor)，其皆为深化型电容器的电路器件，分析了 RLCNG 串联电路微分方程的性

质；给出了广义分布函数及广义分布密度函数的延展方向与粒子统计分布趋势性方程及其若干条件解，讨论了 Planck 量子

方程的频率区间性质，探讨了具有近似线性变频解的非线性微分方程形式及在负频率情况下变频波动方程的曲线形态特

征，讨论了数据库理论构架（此构架由基础数据库、趋势性方程、解析数据库构成）的一种简洁模式，建立了美国年度能

源消费量与 GDP 关系方程及英国年度人口数量与 GDP 关系方程，并计算预测了美国年度能源消费极限值与英国年度人口

极限值；随后探讨了岩石及单晶高温材料的蠕变过程曲线、半导体分立器件 V－A 特性曲线、超导材料电阻 R（或电阻率

ρ）－绝对温度 T 曲线方程，双晶 Josephson 结直流特性曲线及 Shapiro 台阶电流阶跃幅值曲线的趋势拟合方程，机械系统

或伺服系统摩擦力－速度特性曲线（包括 Coulomb 摩擦、Stribeck 摩擦、黏性摩擦、摩擦迟滞及反常摩擦迟滞效应）的趋

势拟合方程，Newton 冷却定律的扩展方程形式，高聚物熔体流动曲线剪切应力－剪切速率（包括第一 Newton 区、假塑性

区、第二 Newton 区、胀流区、湍流及反常剪切效应）的趋势性方程等。在唯象及趋势层面，指出了材料蠕变过程曲线与

高聚物熔体流动曲线具有类似性质，及材料断裂裂纹扩展结构与流体湍流漩涡嵌套结构这二种现象演化在分形测度表述上

具有相通性的研究方向；最后讨论了连接方程在数据拟合及长程预测方面的局限性。 

关键词：连接方程，非线性动力学方程，规律谱阵，简学或维学，状态转化方程，自然简洁原则，自然演化平衡法则 

Brief annotation of the connection equation 
YAN Kun 

( Xi’an Modern Nonlinear Science Applying Institute, Xi’an 710061, China ) 
Abstract In this paper, brief annotation of a constructing procedure and the applications of connection equation are given, then the 
simple constructing forms of forward partial-symmetrical equation(or weak-symmetrical equation) and backward 
partial-symmetrical equation are given too. An analytical method of the connection equation as an approximate equivalent 
analytical solution of nonlinear dynamics equations is discussed. The expressions of the basic analytical solution of a class of 
simple nonlinear differential equations are analyzed. Research direction of Jiansics or Dimennics about spectrum(spectrum array) 
formed by series of laws and their connections in evolution processes of natural phenomena are explored, an equation of the 
transformation of the phenomena between the states in evolutionary process is presented, that it follows a natural optimum 
principle or a natural conciseness principle in general, which having an equation form of the smooth curve with the optimal path or 
the most concise path. An approximate expression of extended hyperbolic tangent series for the characteristic function of the series 
phases transition of the evolution of phenomena is constructed, then natural evolution-balance rule is presented, and tendency 
equation of biological growth process is given too. According to approximate form of the nonlinear dynamics equation of the 
connection equation, two new electronic circuit elements(nonlinstor and geomsentor) with deepening charge-controlled capacitor 
properties based on form of the nonlinear differential equation is predicted, and the nonlinear differential equation for a RLCNG 
series circuit is also analyzed, extended direction of the general distribution function and the general distribution density function, 
tendency equation and its conditional solutions of the statistical distributions of the particles are given, properties of the frequency 
interval of Planck’s quantum equation are explored, nonlinear differential equation expressions with solution of approximate linear 
frequency conversion and their characteristics of curve shapes of frequency conversion wave equations at negative frequency are 
discussed, a concise model of database theoretical framework (this framework to be made up of foundation database, tendency 
equation, and analytic database) is explored, an equation of relationship between the total annual energy consumption with the 
annual GDP in the United States, and an equation of relationship between the annual population with the annual GDP in the United 
Kingdom are established, and limit values of the total annual energy consumption in the United States and the annual population in 
the United Kingdom are calculated and predicted. Subsequently, tendency fitting equations of curves are explored, which included 
the creep process curve of the rock and the single-crystal superalloy, the Volt-Ampere characteristic curve of the discrete 
semiconductor device, the resistance (or resistivity )-absolute temperature curve of the superconducting material, the direct current 
I-U characteristic curve of the bicrystal Josephson junction, and the current step amplitude of Shapiro steps, the friction-speed 
characteristic curve (that included the stages of Coulomb friction, Stribeck friction, viscous friction, friction hysteresis, and 
anomalous friction hysteresis effect) in mechanical system or servo system, an expanded equation form of the Newton's law of 
cooling, the shear stress-shear rate in the flow curve (that included the sections of first Newtonian fluid-flow, pseudoplastic flow, 
second Newtonian fluid-flow, dilatant flow, turbulent flow, and anomalous shearing effect) of the polymer melts, etc. On 
phenomenological and tendency levels, research directions of similar property of creep curves of materials with the flow curves of 
polymer melt, and similarity in the fractal measure of the evolutions of fracture cracks growth structure and fluid turbulent eddies 
nested structure are pointed out. At the end, limitations of the connection equation in data fitting and long-range forecasting are 
discussed. 
Keywords connection equation, nonlinear dynamics equation, spectrum array of laws, Jiansics or Dimennics, states transforming 
equation, natural conciseness principle, natural evolution-balance rule 
http://www.nature.ac.cn/papers/paper-pdf/ConnectionEquation-pdf.pdf 


