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数据曲线间断区域的自适应连接方程研究 

阎 坤 

( 西安现代非线性科学应用研究所  西安 710061 ) 

摘  要：通过讨论非线性动力学方程的近似等效解析解及数据曲线间断区域的性质，给出间断区域的自适应连接方程形式及

其参数确定的预置迭代方法，随后给出计算实例。其中对于缓变数据曲线阶跃间断区域，可自动计算生成连接方程形式。文

中基于自适应连接方程探讨分析了磁性材料磁滞回线方程、零点能量阶跃方程、平滑平均能量方程（诸如负绝对温度区域平

均能量方程）、稳定核素比结合能方程、势能函数曲线方程（诸如双原子分子势能函数曲线方程）、自然饱和过程方程（诸如

钢材料断裂韧性方程）及金属或岩石蠕变过程方程。 
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能方程，势能函数曲线方程，自然饱和过程方程，蠕变过程方程 

Research on adaptive connection equation in discontinuous area of data curve 
YAN Kun 

( Xi’an Modern Nonlinear Science Applying Institute, Xi’an 710061, China ) 

Abstract  In this paper, by discussing the approximate equivalent analytical solution of the nonlinear dynamics equation and the 
properties in discontinuous area of data curve, a form of adaptive connection equation and the preset iteration method 
determining parameters in discontinuous area are given. Subsequently, a computing example is given too. For the step 
discontinuous area of slowly varying data curve, its form of adaptive connection equation can be obtained by automatic 
calculating. And in this paper, basing on the form of adaptive connection equation, equations of magnetic hysteresis loop for 
magnetic material, zero-point energy step equation, smooth average energy equation (such as average energy equation at negative 
absolute temperature, etc), equation of average binding energy per nucleon in stable nuclide，curvilinear equation of potential 
energy function (such as curvilinear equation of potential energy function of diatomic molecule, etc), equation of natural 
saturation process(such as tree growth and physical reaction or chemical reaction process, equation of fracture toughness for steel 
material, etc) and equation of typical creep process for metal or rock material are explored and analyzed tentatively.  

Keywords  nonlinear dynamics equation, discontinuous area of data curve, adaptive connection equation, preset iteration 
method, equations of magnetic hysteresis loop, average energy equation, equation of average binding energy per nucleon, 
curvilinear equation of potential energy function, equation of natural saturation process, equation of creep process 

0 引  言 

在自然科学及工程技术的诸多领域，对数据曲线间
断区域或等效间断区域予以描述是很重要的研究方向，
其中以确定连接方程形式及参数计算方法较为关键。 

本文通过对非线性动力学方程近似等效解析解及数
据曲线在间断区域的性质讨论，采用趋势分析途径[1]，给
出自适应连接方程形式及其参数确定的预置迭代计算方
法，实例计算表明自适应连接效果很好。本文给出并分
析了非线性 Newton 动力学方程、RLCN 串联电路方程、
零点能量阶跃方程及覆盖负绝对温度区域的能量方程。 

与 Bézier 函数曲线及相关方法等[2~4]比较，本文方法
主要侧重于数据曲线间断区域的自适应连接、或光滑穿
过折线区域，其可直接应用到对类如时间序列局部折线
及阶跃数据进行自适应光滑处理、曲线间断区域或缠绕
区域（等效间断区域）的非线性动力学方程趋势分析描
述及简化处理、数据主曲线优化与回归分析融合等方面。 

1 数据曲线间断区域的自适应连接方程形式 

1.1 非线性动力学方程的近似等效解析解及扩展形式 
一般地对于较为广泛的自然现象演化过程，包括饱和

过程及蠕变过程，可构建一简洁的非线性动力学方程描述 
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式中 21， 、 21， 为系函数， IE 、 EE 为内、外激励函数。 

方程（1）式兼容经典 Newton 动力学位移 y －时间 t
方程形式、RLC 串联电路电荷量Q－时间 t 方程形式为 
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在（2）式中 0m 、 0 、 0k 分别为质点质量、介质阻力系

数、介质弹性系数， EEF 为作用力； IEb 为自激励函数，

量纲[ 2mkgs  ]； 0n 为非线性极限系数，量纲[ 21kgsm  ]；
00 n 时方程（2）式转化为经典 Newton 动力学方程。

在方程（3）式中 0L 、 0R 、 0C 分别为串联电路中的电感

值、电阻值、电容值， EEU 为电压源激励函数； IES 为自 
激励状态函数，量纲[ 132 Akgsm  ]，拟此等效元件名称为
“电态元件，statransor”，文字及图形符号为“S， ”， 
等效电压方程 IES SU  ； 0N 为非线性元件特征值，量纲

[ 352 Akgsm  ]，具有构成新型非线性电子存储器的特性，

故拟其名称为“电存元件，nonlinstor”，文字及图形符号

为“N， ”，电压方程 2
0N QNU  ； 00 N 时（3） 

式即由 RLCN 串联电路方程转化为 RLC 串联电路方程。 
对于方程（2）式，当 00  、 00 k 时，有 
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进而当 0m 、 0n 、 EEF 、 IEb 为常数时，积分得能量方程 

EIEEE
3

0

2

0 ][
3
1

d
d

2
1 CybFyn

t
ym 







， 

这里 EC 为能量待定常数；则在 00 n 、 IEEE bF  、

0E C 时位移 y 、速度 nV 、加速度 ng 的特解及通解为 

0y ， 0
d
d

n 
t
yV ， 0

d
d

d
d n

2

2

n 
t

V
t
yg ； 

2
00

0

][
6

ttn
my


 ， 3
00

0
n ][

21
ttn

mV


 ， 4
00

0
n ][

36
ttn

mg


 ； 

式中 cV n ， c 为真空中光速， 0t 为时间待定常数。 
对电存元件，简单地考虑Q为简谐波函数 

]2cos[ 000   tfQQ ， 
这里 0Q 、 0f 及 0 分别为Q 的简谐波函数电荷量振幅、

频率及初始相位角；则得电存元件的阻抗 NZ 为 
1

000N ]4[3  fQNZ  ；                                           
即电存元件具有非线性、高通、变频及关联电荷的性质。 

引入实数阶非线性方程形式可进行更深入的描述。 
对于非线性动力学方程（1）式，其近似等效解析解

的分析方法为：简化难解的非线性动力学方程为易解的
线性或非线性方程，解出其解析解，根据具体条件需要
拓展该解析解形式为原方程的近似等效解析解，将此解
代入原方程中试算，确定近似等效解析解的具体形式。 

对于（1）式，如不考虑细节波动，取 02  、 01  ，

且 1 、 IE 、 1 、 2 、 EE 皆为常数；约化常数 11  ，

即方程各项同除 1 ，则当 02  时方程（1）式的解为 
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式 中 1
210 5.0  y ， 1

2
2
1E 25.0   ，

IEEEE   ； 0x 、 0 为待定常数， 00 )( yxxy  。 
当 02 � 时方程的解为 
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传统描述 S 型曲线的 Logistic 方程亦是非线性动力学

（1）式的解（4）式中双曲正切函数在 0yA  时的表述 
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将解析解（4）式中的双曲正切函数拓展为一般形式 
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式中 4s3,s2,s1,s 为待定系数，在平衡点处 00 )( yxxy  。 

对上式分子分母同乘 )])((5.0exp[ 0s4s3 xx   得 
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式中 )(5.0 4s3s1s1   ， 

)(5.0 4s3s2s2   ， )(5.0 4s3s3   。 
方程（6）式一特殊形式为 
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， 21         （7） 

进而当   31 时还原为（4）式中双曲正切函数形式 
)](tanh[ 00 xxAyy   ； 

并可直接给出时域窗函数或台阶函数 
)]](tanh[)]([tanh[5.0 022011 xxxxw   ， 

式中当 01  、 02  时为时域窗函数， 021  时为

台阶函数。 
在趋势层面上，连续函数 )(xf 可近似表示或展开为 





p

n
nnnn xxxf

0
0 )]](tanh[[)(  , 1p （8） 

式中 n 、 n 、 n 、 nx0 为待定量。此展开式并不唯一。 

依据解析解（4）式中的双曲正切函数形式，可知连

接方程（6）式（含（7）式）即为方程（1）式当 01  、

02  、 02  且 2EEIE
2
1 ][4   时近似等效解析

解的一类表示形式或扩展形式；同时（4）、（5）、（6）三

式对于方程（2）、（3）二式解的研究具有重要参照意义。 
1.2 数据曲线间断区域端点的简略性质 

对于数据曲线间断区域，取始点为 ),(P SSS yx ，其左

邻域一点取为 ),(P SSS  yx ；终点为 ),(P EEE yx ，其右邻

域一点取为 ),(P EEE  yx ； SE xx  ；则有始点局部平

均斜率 Sk 、终点局部平均斜率 Ek 分别为 
，1SSSSS ))(( 

  xxyyk  

；1EEEEE ))(( 
  xxyyk  

而从始点到终点的斜率则为 1
SESESE ))((  xxyyk 。 
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取数据曲线间断区域平衡点坐标 0x 、 0y 及其幅值 A  
的预置试算值 pv0x 、 pv0y 、 pvA 分别为 

)( ES1pv0 xxgx  ， )( ES2pv0 yygy  ， 

)( SE3pv yygA  ，                     （9） 

其中 1g 、 2g 、 3g 为平衡点坐标计算系数；根据曲线间

断区域具体情况取值在 0.4～0.6 附近，一般取值为 0.5；

0x 、 0y 、 A中取其二个参量预置试算值即可运算迭代。 
1.3 自适应连接方程形式及若干讨论 

通过数据分析，能够自适应上述数据曲线间断区域
始点、终点邻域斜率值、同时具有多阶导数的连接方程
之一即为方程（6）式的形式 
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方程（10）式具有多种曲线形态。当 
)abs(),minabs( 0ES kkk  ， 

且 SE yy  时，可应用方程（10）式的坐标置换函数描述 
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这里 RA 、 R3,R2,R1 为待定系数，平衡点 00 )( xyyx  。 

根据天体运行轨道的一般性 Binet 方程[5] 
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弱场时 144 2  uc ，将方程二阶 Taylor 级数展开得 
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上式即为（1）式在 01  ，且 2 、 IE 、 1 、 2 、 EE
为常数时形式；这里G 为 Newton 引力常数，c 为真空中

光速， 0M 为主星体质量， r 、 、 a 、e 分别为次星体

公转轨道极坐标矢径、弧度、轨道半长径、轨道偏心率。 
在上述意义下，多项式、三角函数、指数函数等皆

源于同一类微分方程。线性总是同一层面非线性的极限
表述，而非线性则是另一层面线性的近似形式；当将经
典饱和过程在极限上的定值替换为定简单方程时，则一
般的非饱和过程即可转化为广义的饱和过程；传递和历
经具有等效性，变换和映射没有疆界。其中之一是，基
于 Euler 公式或双曲正切函数得无穷的虚数标记方程[6] 

0]arctanexp[ ii ， 1i                 （14） 
iin ]arctan[0ln    ， ...,3,2,1,0 n （15） 

而下面二个常系数置换方程在趋势上具有等效的条件解 
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此二方程的具体条件解及变形方程为（17）、（18）二式，
类如软磁材料或纳米粒子磁滞回线[7]趋势方程或包络方
程的简略表述，曲线如图 1 所示，这里只显示右单边。 

)]1(1.0arctan[293.0 1   xy  ，         （17） 

)]1(0544.0cosh[
)]1(0550.0sinh[8.0





x
xy 。             （18） 

对于一般磁性材料，基于方程（17）式给出的饱和磁
滞回线左单边及右单边轮廓层面的趋势性方程为（19）式，
方程曲线如图 2 所示。 

03.0)]69(035.0arctan[211.1 1   xy  。 （19） 
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图 1 软磁材料磁滞回线右单边趋势方程等效曲线图 

Fig. 1 The equivalent curves figure of tendency equations of right 
single magnetic hysteresis loop for soft magnetic material which 

obtained from arctangent function and hyperbolic tangent function 
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y

 
图 2 磁性材料饱和磁滞回线趋势方程曲线图 

Fig. 2 The curves figure of tendency equation of saturation 
magnetic hysteresis loop for magnetic material which 

obtained from arctangent function 

上面图 1 及图 2 中的数据为图形曲线比例数据。 
磁滞曲线方程可有多种形式，其中在局部细节层面，

方程（17）、（19）二式的形式较为符合，而在远景趋势上，
则不需作 03.0 的修正，方程（18）式的形式更为符合。 

基于窗函数方程，可得岩体爆破单孔单响振动加速度

Rg 在时域 t 的一趋势性拟合方程（20）式，其曲线如图 3
所示。此式不属于动力激励—结构响应的解析力学方程。 

)](sin[ 033R ttwg t   ，                  （20） 

式中 1 、 2 、 3 、 01t 、 02t 、 03t 为待定常数。 

g

t

R

 
图 3 岩体爆破单孔单响振动加速度拟合方程曲线图 
Fig. 3  The fitting equation curve figure of vibration 
acceleration of single hole blasting of once each time 

point in rock mass blasting process 
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1.4 数据分析的边界及覆盖负绝对温度区域的能量方程 

带有空间—时间坐标及速度参量的窗函数可给出波
或粒子的定域性方程，而与之对应的背景信息则具有非
定域性，经广域的信息传递及同机理解析产生关联效应。 

一般地，在数据运算及处理过程需保留 0 及 0 的
标记，以与  及  相对应。下面据此初步给出零点
能量阶跃方程及可消解阶跃的平滑平均能量方程形式。 

绝对温度是描述自然现象的统计性参量之一，历史
上，其基本与分子及原子等物质构成层面的动能相联系。
1913 年，Einstein和 Stern基于 Planck黑体辐射公式思想、
简谐振子的 Einstein 本征能量 

hnE 



 

2
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hEEE nn  1 ， 
及 Boltzmann 粒子数分布 j 与能量 E 的关系方程 

])(exp[ 1 kTEj ， 

给出平均能量 ESE 与频率 及绝对温度T 的关系方程[8] 
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这里n 为自然数，h 为 Planck 常数，k 为 Boltzmann 常数。 
现将n 加以自然数q 限制，Einstein 本征能量表示为 

 hnE ][  ， qn 0 ， 1q      （21） 

这里 为待定实数常数。对于简谐振子， 5.0E   ，

E 为 Einstein 简谐振子能量常数，得平均能量方程 
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（22） 
故在 0T 且 11 )1()(   qkTh ，或预先设置 0T
且 q 时，得 Einstein－Stern 平均能量方程 
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由 方 程 （ 22 ） 式 ， 当 亦 考 虑 0T 区 域 且

1])(abs[ 1 kTh 时，得在 0T 邻域平均能量 
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即在 0T 邻域从 0 到 0 的零点能量阶跃方程为 

qhTETEE  )0()0(step0 。（23） 

根据方程（22）式，在 0T 时的 1T 减小方向得 
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     （24） 

上述分析为低频段、高温区的量子化研究提供参考框架。 
真空、光速、绝对零度、超流(固)体，真空背景、超

光速、负绝对温度、自由相体，是分属于同类相变附近层
面紧密关联问题；而零点能量即与天体构成及运行背景、
引力机理、超光速、波粒二象性、量子纠缠、Casimir 力、
Higgs 机制等密切相关，是解析开G 、c 、h 的重要方向。
目前描述的四种作用力应仅是自然界中诸多作用力的一
部分，对其所作的统一框架探索在机械论层面无有止境。
根本上，基本常数是包含更基本常数的局部能量时空尺度
方程数值形式近似表示；由此，数理逻辑是开环周期体系。 

若需消解方程（23）式的零点能量阶跃，则一途径是
直接对 Boltzmann 方程中的绝对温度T 取绝对值 

])(exp[ 1 TkEj ，                 （25） 
方程（22）式成为 

1])()1exp[(
)1(

1])(exp[2
1

11 



  Tkhq

hq
Tkh

hhE





 。 

（26） 
当用数据处理方法平滑（23）式的零点能量阶跃时，

参照平均能量方程（22）式的下面连续变化形式 

1exp
d

2
1


  x

xkThE  ，
kT
hx

kT
hq 

 )1(  

这里参量 x 取值从 1)()1(  kThq  到 1)( kTh 连续变

化，则可得一探讨性的覆盖负绝对温度区域的平均能量方

程形式为 

1])(exp[
1])(exp[

2
1

1

1

s 


 



kTh
bThbThE


 ，        （27） 

式中b 为待定常数， kb  。 

由方程（27）式，当 1])(abs[ 1 bTh 时， 

1])(exp[
1])(1[

2
1

1

1

s 


 



kTh
bThbThE


  

ES1 1])(exp[2
1 E

kTh
hh 


 

 ； 

即（27）式转化为 Einstein－Stern 平均能量方程。 
类如方程（27）式是深入研究能量离散与能量连续之

间过渡方程形式乃至复合方程形式的探索途径。 
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当 1])(abs[ 1 bTh 时，由方程（27）式得 

)](exp[2
1)0( 111s  


bkTh

bThTE


 ， 

bThTE  
2
1)0(s ； 

则在 0T 处的平均能量（或零点能量）为 

hTETETE
2
1)0()0()0( sss  。（28） 

这表明引入探讨性的平滑方程（27）式，初步使得

当绝对温度由 0T 经 0T 向 0T 区域变化时，平均

能量由正能量 0s E 经 h5.0 向零能量 0s E 、负能量

0s E 转变的过程中，在 0T 处不产生零点能量阶跃。 

基于方程（27）式，当 1])2(abs[ 1 bTh 时，得
在 0T 区域仍有近于零点能量的平均能量 




 h
h
bThE

2
121

2
1

s 



  ， 1

2


bT
h

  （29） 

在基础上对类如 Boltzmann 分布方程的探讨，趋势形式为 
])(exp[ 1

0
 kTEEj ，  hqEh )5.0(0.5   

式中 0E 为常数；取绝对值（非纯移相）运算是简略性质的。 

2 连接方程的适应性 

对于自然现象，数理方程描述虽不究竟但亦颇有力
量；理论框架相对于现象演化多为趋势性概述，乃至仅
是局部轨迹割线或切线方向的阐释，但透过对现象网络
阵列中一个节点的深刻认识，仍可获得对其它节点的简
略理解，虽然每个节点又都包含着无穷层面的无穷问题。 

下面对有关自然现象的趋势性描述不具有原理层面
的解析意义，其远离纲领性的主线脉络，是悄然路过科
学台阶、眺望自然远峰的并行途径，待定系数过多及与
物理学和力学常数或基础方程没有建立普适联系是主要
原因，基本属于过渡性及探讨性的描述，其旨在介绍连
接方程及复合函数形式对自然现象变化过程于趋势或包
络层面上的适应性。 
2.1  稳定核素比结合能方程 

基于方程（10）式，可得稳定核素比结合能 (MeV)

随核子数 NA 变化的趋势描述方程（30）式，其曲线如图

4a 所示，图中稳定核素比结合能的数据来自文献[9]。 

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(04.0exp[5.9

N

NN





A

AA ；（30） 

继而得稳定核素结合能方程 NE 为 

NN AE   

)]1(041.0cosh[2
)]1(50.0exp[)]1(04.0exp[5.9

N

NN
N 




A
AAA ；（31） 

稳定核素结合能数据及方程曲线如图 4b 所示。 

在纯粹数值计算上，由方程（31）式得当 1000N A
时， NE 取最大值 

MeV35.3498maxN E 。 

根据稳定核素中子数 N 与质子数 Z 之间的实验数
据资料及趋势性方程[10] 

)]1(007.0tan[192  ZN ， 

其中方程曲线及与实验数据对比结果如图 5 所示，可解得

在 1000N A 附近处的Z 、 N 、 NA 及 NE 分别为 

192Z ， 806N ， 998N A ， 4MeV3.3498N E 。 

（32） 
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图 4a 稳定核素比结合能趋势方程曲线图 

Fig. 4a The curve figure of tendency equation of average 
binding energy per nucleon in stable nuclide 
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图 4b 稳定核素结合能趋势方程曲线图 

Fig. 4b The curve figure of tendency equation 
of stable nuclear binding energy 

 
图 5 趋势方程线与稳定核素实验分布数据点的对比结果图[10] 

■ 稳定核素数据点(from website of nndc.bnl.gov or en.wikipedia.org) 
━ 趋势方程曲线(from website of nature.ac.cn) 

Fig. 5 The comparison result figure between the curve of the 
tendency equation and the experimental distribution data 

points of the stable nuclides[10] 
■ point of the stable nuclide data(from website of nndc.bnl.gov or en.wikipedia.org) 

━ curve of the tendency equation(from website of nature.ac.cn) 
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比结合能方程（30）式的形式具有广义 Boltzmann
分布方程的性质，可广泛应用到诸如一个国家中各阶层
人均年收入值与其所占人口比例数之间关系等方面分布
数据的趋势性阐释，进而计算所拥有财富的极限；其中 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0PPI3P

0PPI2P0PPIP1
PPR xx

xxxxAy








，（33） 

这里 PIx 、 PRy 分别为诸阶层人均年收入值与其所占人口

比例数， 0Px 、 PA 、 3P2,P1,P 为待定系数。例如一个国

家各阶层人均年收入 x（103美元）与其所占总人口比例

y （％）之间趋势性方程（33）式的描述曲线如图 6 所

示（诸阶层所占总人口比例 y 之和 y 等于 100％）。 
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

curve of tendency equation

y

x  
图 6 国家各阶层人均年收入与占人口比例方程曲线图(∑y=100%) 

Fig. 6 The curve figure of simplified tendency equation of relation 
between the average per capita annual income of deferent social level 

and the proportion of the total population in a country(∑y=100%) 

在全球规模上，以各国家人均年收入值与其所占人
口比例数作为各阶层，持续细化，诸细化阶层仍依据上
述方程形式以趋势描述，整体上具有分形特征，各细化
阶层乃至个体结构皆是所在世界演化过程的动态缩影。 

2.2 势能函数曲线方程 

2.2.1 一般性势能函数曲线方程 
在自然现象中，势能函数描述很重要，基于方程（7）

式及（8）式，得一类现象演化势能U 随距离 r 变化的趋
势方程为 

















)](cosh[
)](sinh[

)](cosh[
)](sinh[1
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21 rr

rr
rr
rrU





 ，（34） 

这里 1 、 2 、 3 、 1r 、 2r 为待定常数。 

方程（34）式及其复合函数的方程形式适于部分自

然现象势能曲线整体趋势性描述及局部细节刻画分析。 

当 21   、 43   时，得方程（34）式的一简化

形式为方程（34A）式，其曲线如图 7 所示。 

)]](tanh[)](tanh[1[ 2331121 rrrrU   。（34A） 

curve of potential energy
functional equation

U

r

dU
d r

=0

= 0
dU
d r

 
图 7 势能函数的方程曲线图 

Fig. 7 The curve figure of potential energy functional equation 

2.2.2 双原子分子势能函数曲线方程 

双原子分子势能函数具有多种形式[9, 11~13]，其中对于

u
1

2 BK  ，由方程（34A）式得势能U ( 1cm )随核间

距 r (nm)变化的一趋势方程为（35）式，方程曲线如图

8a 所示，图中 u
1

2 BK  的 RKR（Rydberg-Klein-Rees）
数据来自文献[9]的相关工作。 

)]]55.0(5tanh[)]31.0(15tanh[1.49.1[2400  rrU ， 
（35） 

这里平衡间距 nm43.0)(5.0 21e  rrr 。 

方程（35）式一简化的局部曲线方程为（36）式，方
程曲线如图 8b 所示。 

)]]55.0(5tanh[)]335.0(18tanh[5.1[2400  rrU 。 
（36） 

方程（35）、（36）二式仅是部分数据拟合的方程形式，

表明方程曲线的形态及趋势，具体方程还需基于极端情况

下的实验数据予以分析确定及计算验证。 
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图 8a 双原子分子势能函数的方程曲线图 

Fig. 8a The curve figure of potential energy functional 
equation of diatomic molecule 
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图 8b 双原子分子势能函数的简化方程曲线图 
Fig. 8b The curve figure of potential energy functional 

simplified equation of diatomic molecule 

2.3 自然饱和过程 
在科学技术中，自然饱和过程是较普遍的演化现象，

诸如磁性材料饱和磁滞曲线、超导材料电阻—温度（R —
T ）曲线、金属淬冷过程曲线、地震前后地温曲线、机电
开关动作过程曲线、阶跃响应曲线、光电流与加速电压关
系曲线、半导体分立器件 V—A 特性曲线、生物体生长或
数目总量曲线、生物体或国家能耗总量曲线、血红蛋白氧
饱和曲线、物理或化学反应过程曲线、化学元素等温热色
谱穿透曲线、成分溶解或沉淀过程曲线、发酵过程曲线、
共聚反应转化率曲线、化学滴定曲线、单轴应力应变曲线、
坝体浸润线、土体崩解过程曲线、混凝土体积膨胀过程曲
线、建筑物沉降量时程线、地基强度增长曲线、钢材 DWTT
冲击能量随温度变化曲线、材料断裂韧性与屈服强度关系
曲线等。这类现象演化具有极限性、饱和性、相变或等效
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相变等特征，是开放系统进行多层面物质、能量、信息
交换的动态平衡重构过程。在现象界，过犹不及，适可
而止；朴素本真，天成自然。花开未盛、月圆未盈，乃
表观佳境；而后随缘转遇，盛极而衰、盈溢而亏。社会
单元学识、财富、地位等因素的社会功用亦复如是；当
因素处于较低层面变化时，其社会功用的变化微乎其微；
而当因素进入中等层面变化时，其社会功用会发生显著
变化，并反馈激励给因素致使进一步演变；当因素在很
高层面变化时，其社会功用的变化或迅速降低、或发生
急剧逆转。万千气象诸念所幻；沙等世界各趋所适；其
从一相对稳态演化到另一相对稳态的转变过程基本可依
据非线性动力学方程（1）式的近似等效解析解及解的复
合函数（如双曲正切函数与三角函数复合成的单一波和
周期波）等予以趋势性描述；其中简洁地可依据方程（10）
式予以趋势性描述的部分自然饱和曲线如图 9 所示；其
18 种曲线形态包含着双曲正切函数的 2种曲线形态。 

 
图 9 自然饱和过程趋势方程曲线图 

Fig. 9 The curves figure of tendency equations 
of natural saturation process 

一般现象演化在微过程含有小幅值振荡现象，在极
限上至少存在一趋势参量乃至饱和参量，非线性科学研
究主旨之一即是确定这些参量；而诸多自然饱和过程则
是更高层面演化过程的局部构成环节或细化台阶。 

下面以树木生长高度曲线、材料断裂韧性曲线为例，
给出二个较为理想过程的趋势方程具体形式。 
2.3.1 树木生长高度曲线方程 

基于方程（4）式，可得类如树木生长高度H (m)随
时间 t (a)变化等的趋势方程（37）式，其曲线如图 10 所
示，图中树木（四川紫果云杉）高度数据来自文献[14]。 

)]97(02.0tanh[2222  tH 。         （37） 
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t  
图 10 树木（紫果云杉）生长过程趋势方程曲线图 
Fig. 10 The curve figure of tendency equation of the 

tree(Picea purpurea) growth process 

2.3.2 材料断裂韧性曲线方程 

基于方程（4）式，可得类如材料断裂韧性K (MPam0.5
)

随屈服强度 Y (MPa)变化等的趋势方程（38）式，其曲

线如图 11 所示，图中钢材料 AISI4340 (40CrNiMo)断裂

韧性的数据来自文献[15]。 

)]1250(005.0tanh[73104 Y  K 。  （38） 
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图 11 钢材料断裂韧性趋势方程曲线图 

Fig. 11 The curve figure of tendency equation 
of fracture toughness for steel material 

2.4  蠕变过程 

对于 )abs(),minabs( 0ES kkk  时的现象演化曲线， 
诸如材料切削走刀抗力（或后刀面磨损宽度）—时间（或
切削路程）曲线、二极管 V—A 特性曲线、材料蠕变过程
曲线、疲劳裂纹扩展速率曲线、世界成住坏灭过程等，初
步探讨可基于方程（10）式或其坐标置换函数予以趋势性
描述；这些曲线的显著特征是具有初期快速、中期线性平
缓、末期急剧演化区域。在整体描述上，卍、卐形曲线可
由方程（1）式的近似等效解析解给出；在此，蠕变过程
与饱和过程基本属于同类过程的不同表现形式。 

在现象描述层面，理论思想普适、原理方程简洁、参
量自适应计算，为研究者所往。社会结构中的资产、权位、
偶向，分别类如现象演化中的动能、势能、旋转能，是社
会演化的基本要素，在一定条件下相互转化，形成人间世
界大部分动态图景。科学探索及技术应用是重要导向，乃
至蕴藉简约性的质朴隐喻和纲领性的深刻内涵，是理解及
回归自然本底的有效途径；而诸多思量和考证，仅当其朝
向人生庄严解脱及渐趣自性清净圆融时，才具有根本意
义。放下我执及法执，超越贪欲和恐惧，安适于无生无灭。
劫波的帷幕庄重朴直，等持的国度旷远旖旎；光辉的时刻
刹那隐没，明丽的境界尽未来际；随缘的历经知机解因，
深切的感怀清净开示。在足够久远的时间周期中，一切都
是涨落流迁的；在足够广漠的空间尺度上，一切都是关联
互应的；在足够虚空的背景介质里，一切都是自在宛然的。 

对于金属或岩石典型蠕变过程曲线[15~17]从材料开始
变形、经线性拉伸到断裂点三阶段伸长率与时间 t 的关
系，可用方程（10）式的 )(t 形式予以趋势性描述， )(t
形式的趋势性方程如下，方程曲线如图 12 所示。 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0C3

0C20C1
C0 tt

ttttA






 ，（39） 

这里 0 、 0t 、 CA 、 C1 、 C2 、 C3 为待定常数。 

curve of equation of typical creep process

t

λ

primary creep

secondary creep
tertiary creep

breaking point

 
图 12 金属或岩石材料典型蠕变过程趋势方程曲线图 
Fig. 12 The curve figure of tendency equation of typical 

creep process for metal or rock material 
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3 自适应连接方程参数计算的预置迭代方法 

下面以方程（10）式为基础，给出数据曲线间断区

域自适应连接方程中参数确定的预置迭代方法。对于方

程（10）式的坐标置换函数形式，亦可参照下面步骤进

行计算。对于较为复杂的曲线间断区域，可予其虚拟始

点及终点分段局部连接、坐标旋转变换等，以及进行复

合函数分析计算。 
3.1 自适应连接方程的三个局部线性形式 

根据方程（10）式 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

03

0201
0 xx

xxxxAyy








， 

在 0xx  区域，当 
1)]](exp[)],(max[exp[ 0301  xxxx   

时，方程（10）式及其斜率 1 方程分别为 
)])(exp[( 0230 xxAyy   ，        （40） 

)])(exp[()( 023231 xxA   ；   （41） 
进而当 1)])(abs[( 023  xx 时，（40）、（41）式成为 

)])((1[ 0230 xxAyy   ，         （42） 

)( 231   A 。                     （43） 

在 0xx  邻近区域，当 
1)]](),(),(max[abs[ 030201  xxxxxx   

时，方程（10）式及其斜率 2 方程分别为 
))((5.0 0210 xxAyy   ，          （44） 

)(5.0 212   A 。                   （45） 

在 0xx  区域，当 
1)]](exp[)],(max[exp[ 0302  xxxx   

时，方程（10）式及其斜率 3 方程分别为 
)])(exp[( 0310 xxAyy   ，        （46） 

)])(exp[()( 031313 xxA   ；    （47） 
进而当 1)])(abs[( 031  xx 时，（46）、（47）式成为 

)])((1[ 0310 xxAyy   ，        （48） 

)( 313   A 。                      （49） 

3.2  自适应连接方程参数计算的预置迭代方法 

根据数据间断区域性质及（41）~（49）式得方程组 














；

，

，

)])(exp[()(
)(5.0

)])(exp[()(

0E31313E

212SE

0S23231S

xxAk
Ak

xxAk





（50） 














；

，

，

)(
)(5.0

)(

313E

212SE

231S






Ak
Ak

Ak
             （51） 

式中 为连接方程曲线在平衡点的斜率倍数。 

 值一般可取在 0.5～3.0 之间；其中对于缓变数据

曲线阶跃间断区域， 5.25.1 ～ ；而当 Sk 、 SEk 、 Ek

三个斜率值接近时， 0.1 。与方程（50）式比较，（51）

式适于缓慢变化情况。当拟合连续区域，由始点以右点、

终点以左点之间的连线、或对阶跃折线进行光滑处理时，

SEk 等于连线在中间点局部区域趋势变化的平均斜率。 
根据方程（40）及（41）式、（46）及（47）、（50） 

式，可预置 )( ES10 xxgx  、 )( ES2pv0 yygy  ，得 



















；

，

，

1
SE21

1
pv0EE31

1
pv0SS23

2
)(
)(

Ak
yyk
yyk





             （52） 

将上式中的前二式分别代入方程（40）、（46）二式得 








；E0E

S0S ,



Ayy
Ayy

 

式中 
]))((exp[ 1

pv0S0SSS
 yyxxk ， 

]))((exp[ 1
pv0E0EEE

 yyxxk 。 

可解得 0y 及 A的初始试算值分别为 














。

，
1

SESEp0

1
SESESSp00

))((
))((




yyA
yyyy

      （53） 

将方程（53）式中 p00y 及 p0A 作为 pv0y 及 A 代入到方程 

（52）式中，解得 1 、 2 、 3 的第一次试算值分别为 



















，

，

，

][5.0
][5.0
][5.0

SE
1
0pSE1p3

SE
1
0pSE1p2

SE
1
0pSE1p1

RRAk
RRAk
RRAk





          （54） 

式中 1
0p0EEE )(  yykR ， 1

0p0SSS )(  yykR 。 

对于缓慢变化曲线，根据方程（42）、（48）、（51）三

式，可直接预置 )( ES10 xxgx  ，不需再预置 pv0y ；得 








；)(
,)(

0EE0E

0SS0S

xxkAyy
xxkAyy

  

故解得 0y 及 A的初始试算值分别为 








。

，

)]()([5.0
)]()([5.0

0EE0SSSEp0

0EE0SSESp00

xxkxxkyyA
xxkxxkyyy

（55） 

将方程（55）式的 p0A 作为 A代入到方程（51）式中，解 

得 1 、 2 、 3 的第一次试算值分别为 



















。

，

，

]2[5.0
]2[5.0
]2[5.0

ESSE
1
0p1p3

ESSE
1
0p1p2

ESSE
1
0p1p1

kkkA
kkkA
kkkA





         （56） 

在始点 ),(P SSS yx 及终点 ),(P EEE yx 位置，根据方程

（10）式及（54）式或缓慢变化曲线时的（56）式得 








，

，

E0E

S0S




Ayy
Ayy
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式中 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0Sp13

0Sp120S11p
S xx

xxxx








 ， 

)](cosh[2
)](exp[)](exp[

0Ep13

0Ep120Ep11
E xx

xxxx








 。 

可解得 0y 及 A的第一次试算值分别为 













。

，
1

SESEp1

1
SEESSEp10

]][[
]][[




yyA
yyy

        （57） 

将方程（57）式的 p10y 及 p1A 作为 p00y 及 p0A 代入到

方程（54）式或缓慢变化曲线时的（56）式，再运算到

（57）式，得第二次试算参数值；如此迭代运算 J 次后，

得诸稳定参数 Jp1 、 Jp2 、 Jp3 、 Jy p0 、 JAp ，即得数

据曲线间断区域自适应连接方程（10）式的具体形式。 
当 0ES  kk 时，可直接取 ][ ES20p0 yygy  作为

初始试算值，有 
1

ESESEESS0p00p1 ]][2[  kkyyxkxkyx 。（58） 

当 0ES  kk 且 0S k 时，可以 ][ SE30p yygA 
为初始试算值，有 

1
SESSp0SE0p1 )](2[5.0  kxxkAyyx 。（59） 

当 0ES  kk 时，由方程（53）、（54）或（55）、（56） 
式可直接得到方程（10）式的特殊形式双曲正切方程 

)](tanh[ 00 xxAyy   ， ][5.0 ES0 xxx   
此式中 

][5.0 SEp0 yyA  ，
1

p0SE321
 Ak ， 

)](tanh[ 0SS xx   ， )](tanh[ 0EE xx   ， 

ES   ， ][5.0 ES0 yyy  ， 1
ESE ][5.0  yyA 。 

将方程（58）式 p10x 作为初始试算值，或调节 1g 、 2g
改变（10）式中预置平衡点 ),( pv0pv0 yx 位置，及以连接

曲线长度作为约束条件，可得到更好的连接曲线形态。

当以 Sk 和 Ek 代替 ),(P SSS yx 和 ),(P EEE yx 作为参数试算

值主指标时，会减少连接曲线在延伸段与原曲线的偏差。 
对部分现象，当待定参量数目略大于条件数目时，

可经预置迭代方法自适应求解，融合毛估与准确为一体。 
在计算中，需比较连接方程在 J 次与 1J 次或在起

始点 1 与 Sk 及结束点 3 与 Ek 的相对误差。其中对于数

据曲线阶跃间断区域，在 1J 时得到的自适应连接方程

即可基本满足连接要求，一次试算确定方程具体形式。 

4 自适应连接方程实例计算 

图 13所示二段数据曲线间断区域，坐标数据分别为： 
始点 Pa(30, 6.0)，左邻域一点 Pa-(27, 6.6)； 
终点 Pb(50, 21.40)，右邻域一点 Pb+(53, 21.88)； 
始点 Pc(70, 24.60)，左邻域一点 Pc-(67, 24.12)； 
终点 Pd(85, 9.55)，右邻域一点 Pd+(88, 10.12)。 

运算过程直接取 ][5.0 ES0 xxx  ， 1J ， 5.2 。 
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图 13 数据曲线间断区域图 

Fig. 13 The figure of discontinuous areas in data curve 

在 Pa～Pb间断区域，依据曲线间断区域性质得 
20.0S k ， 16.0E k ， 77.0SE k ， 400 x ； 

其属于缓慢变化曲线，可直接根据方程（55）、（56）、（57）
式依次求得 

90.11p00 y ， 90.7p0 A ； 

2665.0p11  ， 2209.0p12  ， 2462.0p13  ； 

9754.11p10 y ， 8125.7p1 A ； 
即得在 Pa～Pb间断区域的自适应连接方程为 

8125.79754.11 y  

)]40(2462.0cosh[2
)]40(2209.0exp[)]40(2665.0exp[





x

xx
。 

（60） 
同样计算得在 Pc～Pd间断区域的自适应连接方程为 

9476.89792.16 y  

)]5.77(3036.0cosh[2
)]5.77(2855.0exp[)]5.77(2821.0exp[





x

xx
。 

（61） 
当由方程（53）、（54）、（57）式计算 Pa～Pb 间断区

域时，预置 )(5.0 ESpv0 yyy  ，得方程（10）式诸参量 

8308.11p00 y ， 5991.7p0 A ； 

2736.0p11  ， 2231.0p12  ， 2574.0p13  ； 

6837.11p10 y ， 1124.8p1 A 。 
连接方程（60）、（61）二式在数据间断区域的连接曲

线（红色）如图 14 所示。 
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图 14  数据间断区域自适应连接方程曲线图 

━ 数据段曲线   ━ 连接方程曲线 
Fig. 14 The curves figure of adaptive connection 

equations in discontinuous areas of data 
━ curves of data segments    ━ curves of adaptive connection equations 
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当运算取 3J 时，根据方程（55）、（56）、（57）式

得在 Pa～Pb 间断区域的自适应连接方程为（62）式，其

曲线如图 15 所示，表明 3J 时曲线（绿色）与 1J 时

曲线（红色）基本重合，相对误差绝对值小于 0.7%。对

于 SE yy  与 SE yy  ，可预置 pv0x 、 pv0y 皆分别偏向 Sk
和 Ek 二者中低值与高值的曲线端，以获得较好曲线形态。 

8030.79546.11 y  

)]40(2493.0cosh[2
)]40(2236.0exp[)]40(2698.0exp[





x

xx
。 

（62） 
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图 15  Pa～Pb 间断区域自适应连接方程曲线对比图 

━ 方程曲线(J = 1)  ━ 方程曲线(J = 3) 
Fig. 15 The comparison result figure of curves between 
adaptive connection equations when J = 1 and J = 3 in 

discontinuous area from point Pa to Pb 
━ curve of the equation when J = 1 which covered by curve when J = 3 

━ curve of the equation when J = 3 

5 结 论 

本文通过对非线性动力学方程近似等效解析解或其
拓展形式及数据曲线间断区域性质的分析，给出了自适
应连接方程形式及其参数计算方法，实例计算表明连接
效果很好，对自然现象中诸多饱和过程及蠕变过程在趋
势层面具有较好的适应性；文中给出并分析了非线性
Newton 动力学位移－时间方程、非线性 RLCN 串联电路
中电荷量－时间方程、零点能量阶跃方程及覆盖负绝对
温度区域的平均能量方程形式等方面的相关内容。 

本文给出的分析计算过程及预置迭代方法虽然较为
简洁，但仍有其局限性和固有不足，仅供自然科学及工
程技术中数据曲线间断区域或等效间断区域的自适应连
接、时间序列与饱和过程非线性动力学方程近似等效解
析解分析及函数构造、数据主曲线优化与回归分析相融
合等方向深入研究时参考。 

深入的非线性动力学方程近似等效解析解研究表
明，未来宜建立一套与现有 Newton 微积分理论相并行的
数学理论框架，在 Newton 微积分理论中没有解析解的演
化方程描述，部分地在新的理论中方程则直接有解析解，
实现多层面开放式的激励、演化、守恒方程阐释，虽然
根本上这样的理论仍是近似性、趋势性及过渡性的体系。 
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