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天体运行轨道的背景介质理论导引与自相似分形测度计算的分维微积分基础 

阎 坤 
( 西安现代非线性科学应用研究所, 西安 710061 ) 

摘  要：通过讨论天体运行背景介质理论的连续轨道及离散轨道这二个研究方向的基础假设，介绍了天体运行轨道的具体方程形式及

理论框架概要；进一步地通过讨论天体运行轨道 Binet 方程的一般形式及其行星近日点进动角的解，给出了连续轨道理论与 Newton 理

论及 Einstein 广义相对论的联系与区别；通过讨论天体运行轨道的分维扩展方程，给出了包括太阳系行星、天王星卫星、地球卫星、

绕月航天器等在内的离散轨道（稳定性轨道）方程及其预言数据。特别地，作为对天体在较为广泛区域作用曲线的初步探讨推论，指

出仅由天体引力难以形成质量密度趋于无穷大的理想黑洞。通过讨论函数的分维导数的位置假设及幂函数的分维导数的形式假设，进

一步明晰了幂函数的分维导数、分维微分及分维积分的具体方程形式，给出分维导数与分数阶导数的区别，探讨了自相似分形扩展与

分维扩展的差分方程描述方法，随后讨论了基于一般分形测度的非整数阶微积分定义导出的自相似分形测度趋势性微积分方程具体形

式，给出了其与目前 Hausdorff 测度方法（覆盖方法）的区别，并对包括三分 Cantor 集合、Koch 曲线、Sierpinski 垫片及正交十字星形

等自相似分形在内的测度进行了计算分析，最后探讨了一种理想点集的维数及测度计算方程。 
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Introduction on background medium theory about celestial body motion orbit and foundation 
of fractional-dimension calculus about self-similar fractal measure calculation 

YAN Kun 
(Xi’an Modern Nonlinear Science Applying Institute, Xi’an 710061, China) 

Abstract   In this paper, by discussing the basic hypotheses about the continuous orbit and discrete orbit in two research directions 
of background medium theory for celestial body motion, concrete equation forms and their summary of the theoretic frame of celestial 
body motion are introduced. Future more, by discussing the general form of Binet’s equation of celestial body motion orbit and it’s 
solution of the advance of the perihelion of planets, some relations and differences between the continuous orbit theory and Newton’s 
gravitational theory and Einstein’s general relativity are given. And by discussing fractional-dimension expanded equation for the 
celestial body motion orbits, the concrete equations and the prophesy data of discrete orbit or stable orbits of celestial bodies which 
included the planets in the Solar System, satellites in the Uranian System, satellites in the Earth System and satellites obtaining the 
Moon obtaining from discrete orbit theory are given too. Especially, as preliminary exploration and inference to the gravitational curve 
of celestial bodies in broadly range, the concept for the ideal black hole with trend to infinite in mass density difficult to be formed by 
gravitation only is explored. By discussing the position hypothesis of fractional-dimension derivative about function and formula form 
the hypothesis of fractional-dimension derivative about power function, concrete equation formulas of fractional-dimension derivative, 
differential and integral are described distinctly further, and difference between the fractional-dimension derivative and the 
fractional-order derivative are given too. The difference equations description of the self-similar fractal extension and 
fractional-dimension extension are discussed. Subsequently, the concrete forms of measure tendency calculus equations of self-similar 
fractal obtaining by based on the definition of form in non-integral order calculus about general fractal measure are discussed again, 
and differences with Hausdorff measure method or the covering method at present are given. By applying the measure calculation 
equations, measure of self-similar fractals which include middle-third Cantor set, Koch curve, Sierpinski gasket and orthogonal cross 
star are calculated and analyzed. At the end, the calculating equations of dimension and measure of an ideal points set are explored. 

Keywords  orbit of celestial body motion, background medium theory, continuous orbit, discrete orbit, self-similar fractal measure, 
non-integral order calculus, fractional-order calculus, fractional-dimension calculus 

 

0 引  言 

在采用 Euclid 几何的 Newton 天体力学之后，目前关

于天体运行轨道的描述主要有三个研究方向，其一是采用

Riemann 几何的 Einstein 广义相对论描述[1~3]，其二是仍采

用 Euclid 几何的背景介质理论连续轨道描述[4, 5]，其三是

采用 Mandelbort 分形几何的分维扩展离散轨道描述[4]。 
极限上，上述前二个方法都要求在极弱场情况下方程

能够退化为 Newton 方程形式，在弱场情况下能够给出符

合诸如行星近日点进动数据[6]的解。 
与连续轨道理论模式相比，后面的第三个描述离散轨

道理论则属于稳定轨道理论模式，目前已给出部分天体的

离散轨道方程具体形式。 
天体运行背景介质理论的离散轨道描述是基于分维

扩展方法建立的，其深入的研究尚依赖于分维数学解析基

础的确立和发展。 
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目前在非整数阶微积分与自相似分形测度计算领域，
现各有二个方向；在非整数阶微积分方面，其一是基于
函数或整数阶积分变换直接外推默认的非局域性分数阶
微积分[7~11]，其二是基于相邻整数阶导数位置假设的局域

性分维微积分[12, 4]；在自相似分形测度计算方面，其一是
基于 Hausdorff 测度的覆盖方法[13~16]，其二是基于分数阶
微积分及分维微积分的测度趋势性计算方程方法[12, 4]。 

为明晰天体运行轨道背景介质理论的连续轨道及离
散轨道描述、及基于分数阶微积分与分维微积分的自相似

分形测度趋势性计算方程、主线推演脉络、部分结论，本
文在天体运行轨道方程方面，将进一步明确连续轨道理论
及离散轨道理论[4,5]的基础假设，对主线推演脉络给出初

步总结，讨论连续轨道理论与 Einstein 广义相对论之间的
关系与区别，给出离散轨道理论的方程形式及其预言数

据，并对连续轨道与离散轨道共同的背景介质理论基础进
行讨论，以为深入理解自然现象及建立更基本的天体运行

轨道理论提供参照框架。在分维数学的分维微积分与自相
似分形测度计算方面，本文将进一步明晰资料[12，4]中
有关分维微积分的基础假设及自相似分形测度的非整数

阶微积分定义形式，总结幂函数的分维微积分具体方程，
给出分维导数与分数阶导数的关系与区别，探讨了相似分

形扩展与分维扩展的差分方程描述方法，给出基于分数阶
微积分与分维微积分的自相似分形测度趋势性方程，并对
包括三分 Cantor 集合、Koch 曲线、Sierpinski 垫片及正交

十字星等自相似分形测度进行具体计算分析，最后讨论了
一种理想点集的转化及其维数和测度计算方程。 

分析表明分维微积分基础不足，运算困难，不具有广
泛的函数关联性及逻辑一致性，在真正的非整数阶微积分

理论建立前，应继续将分数阶微积分及基于分数阶微积分
的自相似分形测度计算方程作主线予以趋势性探讨；而未
来的数理解析理论、乃至是并行于 Newton 思想体系的描

述理论，其根本标志至少是包含如下框架内容： 
A 给出与分形生成过程及测度密切联系的非整数阶

微积分定义，并可自然延伸出函数阶微积分形式； 
B 给出真空的背景能量描述及其涨落转化规律； 
C 给出光的本质描述及波粒二象性的机理阐释； 
D 给出粒子谱系及演化规律、星系结构及运行规律。 
本文带有趋势性、试错性的初步讨论内容即是试图为

上述未来的解析理论体系提供微许前期探索铺垫参照。 

1  天体运行背景介质理论的连续轨道描述 

在 Newton 引力理论及 Einstein 广义相对论之后，描
述天体运行轨道的背景基本被简化为理想的可延伸坐标
系。背景介质理论在基础假设上则引进背景介质层壳常
数，认为天体总处在与背景介质进行真空能量交换的动态
平衡中，其在形式上则进一步分为连续轨道及离散轨道。 

下面讨论天体运行的连续轨道理论框架，其内容来源
于资料[4，5]，并在基础假设及推演方面予以调整补充。 
1.1 轨道能量方程假设 

假设：一初始能量为 msE 的粒子在能量为 ME 的物体

作用下，与背景介质交换真空能量 mc 2 ，从 r 到 rr d
处作功，其吸收及释放能量过程的轨道能量方程为 

0dd M
222  rEmcmcr   ；          （1） 

即当粒子吸收能量时，其轨道能量方程为 
0dd M

222  rEmcmcr   ，           （1A） 

当粒子释放能量时，其轨道能量方程为 
0dd M

222  rEmcmcr   ，         （1B） 
式中为介质层壳常数，m 为质点粒子运动质量，c 为真

空介质常数，其在数值及量纲上等于真空中光速。 
上述假设是基于粒子与背景交换真空能量 mc 2 的

动态机理给出的，在吸收能量过程的质量方程为[17] 
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在释放能量过程的质量方程为 
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其中 0m 、 mV 分别为质点粒子的静止质量及在物体作用下

产生的运动速度；（2A）式为 Einstein 质量方程。 
方程（1）式旨在将天体弯曲轨道描述建立在和粒子

平直轨迹描述共同的与背景介质交换真空能量的基础上。 
1.2 能量方程的质量解 

现忽略物体运动能量及旋转能量，仅考虑其真空能量 
2

00MM cMEE  ， 

及粒子势能变化、作用力为 

mcU dd 2
mr  ， 0)(mr rU        （3） 

r
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得此条件下能量方程（1A）、（1B）二式的质量解分别为 
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式中 为待定常量，同时得初始能量 exp2
0ms cmE  。 

根据方程（3）～（5）三式，得作用力方程为 
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方程（7A）式与 Newton 引力方程 

2
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具有相同的形式，故可确定 Newton 引力常数 
4cG   。                             （8） 
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上述探讨分析初步表明，一物体对其它物体呈现出吸

引或排斥的形式，与其吸收能量或释放能量的过程相关。 
为与已有理论比较，下面主要根据（2A）、（4）二式

进行分析，得质点粒子运动速度及其一条件解形式分别为 
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由 Newton 第二定律及引力定律（7A）式得 Newton
引力方程组 
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进一步得 Newton 理论的活力积分公式及角动量守恒方程 
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式中为行星轨道平面极坐标角度， t 为行星运行时间， 
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为角动量常量，a 为轨道半长径，e 为行星轨道偏心率。 
由（12）式得（10）式与之相对应的待定常量为 

12
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在 Newton 轨道方程（12）式中消去时间参量 t 后，

得其 Binet 方程形式为 
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这里给出已知的Newton引力理论主脉络（7A）、（11）、
（12）、（13）四式，旨在确定方程（1）式中的介质层壳

常数及其解质量方程（4）式中的待定常量 ，并为天

体运行轨道的一般性 Binet 方程探讨提供框架参照及方程

形式验证。下面参照（12）式给出轨道参量方程假设。 
1.3  行星运行轨道的参量方程形式假设 

假设：行星运行轨道的参量方程形式为 
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式中B 为待定函数。 
方程（14）式的正确性将通过其轨道方程兼容 Newton

引力理论及 Einstein 广义相对论的有关结论予以验证。 
需着重指出，上述方程（1）、（14）二式是属于探讨

性质的，其中（14）式的特殊形式可由 Newton 方程（12）
式直接得到；由于（1）、（14）二式含有条件假设成分，

故其严格表述形式尚需作进一步的研究予以确定。 

1.4 行星运行轨道的一般性 Binet 方程形式 

对于（14）式，当 0BB  为常量时，则由（4）、（9）、
（14）三式得角动量方程 
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当 0)( 12
0  rcGM 时，（15）式成为 Newton

方程（12）式的形式 
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相应地得常量 
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故得行星运行轨道参量方程（14）式的一种表示形式为 
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方程（14A）式可由 Newton 轨道方程（12）式直接给出，
但由于（6A）式不是单一的向心力，尚难以通过类如
Newton 方程（11）式的力合成形式或方程 
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给出后面的角动量方程（16）式，故引入（14）式假设。
进一步的研究将表明方程（14）式是可以通过变分等方法
被严格导出的结论。 

由（15）式得该条件下角动量方程的具体形式为 





  


rc

GML
t

mr 2
0

0
2 exp

d
d

， 

即轨道方程为 



















 













 











。





22exp
d
d

,22exp1

d
d

d
d

2
0

0
2

0

2
02

22
2

m

rc
GML

t
rm

rc
GMc

t
r

t
rV

  （ 1 6 ） 

由（16）式得天体运行轨道的一般性 Binet 方程形式 

)]22exp()44exp(2[
d
d 22

02

2




  ucucuuu
。 

  （17） 
在极弱场时，因 044 2  uc ，故将方程（17）

式右边予  uc 2 以零阶Taylor级数展开即得Newton引
力理论的 Binet 方程形式（13）式 

02

2

d
d uuu




 ， 044 2  uc      （13A） 

在强场情况下，当 
1)22exp(2 2  uc 、 

uucu  )44exp(2 2
0   
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时，方程（17）式近似成为 

)44exp(2
d
d 2

02

2




  ucuu
；           （18） 

在趋势上，当上述第一个条件成立时，第二个条件一般即

同时成立。 
方程（18）式有虚解与实解，其中的一简单实解为 

01
21

0 )22exp(5.0 Cucuc    ， 

当取“+”或“－”分别
1

001)(0  ucC 时，则

得u 、 r 相应的取“+”或“－”时的实解为 
)](2ln[5.0 010

122 Cucccu    ， 

)](2ln[5.0 010
122

0

Cuccc
GMr




 
， （19） 

式中 01C 为待定常量； r 的变化范围为 
1

0
2 )2ln5.0(0   GMcr 。 

将方程（19）式表示为一般形式 

)](ln[1 01lnln

ln

C
Pr





，            （20） 

式中 lnP 、 ln 、 ln 为 r 方程曲线特征常量；有不同方程

曲线形态之间的常数关系方程为 
aGMcP 21

0
2

ln    ， 
1

ln 5.0   ， 

0
1

ln 2 uc ； 

即得在强场时 0u 、 与 r 方程曲线特征常量的关系为 
2
ln

2
0 25.0 cu  ， 

1
ln5.0   。 

1.5 行星近日点进动的解析分析 

在弱场时，因 144 2  uc ，故将方程（17）式

右边予  uc 2 以一阶 Taylor 级数展开得 

)]221()441(2[
d
d 22

02

2




  ucucuuu
 

]661[ 2
0   ucu  ； 

即得在弱场 144 2  uc 时的 Binet 方程形式为 

]61[]61[
d
d

00
2

2

2




  uuucu
。       （21） 

方程（21）式的特解及通解分别为 
1

0
2

0 ]61][61[  ucuu  ， 

)](61cos[
61

61
10

2
0

0
20 CucC
uc

uu 



 
 

 

)]](cos[1[ 1020100 C  ；        （22） 
故有在弱场时 r 方程的一般形式为 

)]([cos1 10201

cos

C
Pr





；           （23） 

这里 00 C 为待定常量， 1C 为角度初值；适当地选择可

使初值 01 C ； 
1

0
2

000 )61)(61(  ucu  ， 
1

000cos
 GMP ， 

1
00001
  C ， 

0
2

02 61 uc 。 

依据方程（23）式，当 

0)](sin[
d
d

1020201
1

cos
2   CPrr 


 

时，行星处于远日距离 maxr 或近日距离 minr ；当行星处于

其中的近日点距离 minr 时，由上述方程得行星于轨道近日

点第n 周及第 1n 周角度 n 及 1n 的方程为 

 nCn 2)( 102  ， 

 )1(2)( 1102  nCn ； 

 22)1(2)( 102  nnnn ； 

相应地得 00
1

min00  rGMC 。取 nn   10 ，故有

行星轨道相邻二周近日点运行角度 0 的方程为 

0
2

0
2

02
0 62

61
22 uc

uc






 


 ； 

故得弱场时行星轨道近日点进动角 0 为 

)1(
662 22

0
0200 eac

GMu
c 


 。  （24） 

方程（24）式与 Einstein 广义相对论给出的较为符合

实际观测数据的结论[6]一致。 
1.6 连续轨道理论与 Einstein 广义相对论的区别 

在体系构造上，任何关于天体运行的连续轨道理论都

应有其具体的 Binet 方程形式，并应在极弱场时退化为

Newton 理论形式，在弱场时给出诸如行星近日点进动速

率的解。由于（17）式是参照（12）式建立的，有关待定

常量亦需在极弱场时的（12）式予以确定，故（17）式自

然能够退化为 Newton 轨道方程形式，而非其普适性所致。 
在 Einstein 广义相对论中，天体运行轨道的 Einstein

－Binet 方程一表示形式为 

22
02

2

3
d
d ucuuu 


 ； 

此方程在极弱场时因 03 2  uc ，故能够退化为 Newton
引力理论的 Binet 方程（13）式的形式；其特解为 

]1211[6 0
221 uccu   。 

连续轨道理论的 Binet 方程（17）式与 Einstein－Binet
方程形式比较，显然方程（17）式较为复杂。但 Einstein
－Binet 方程在弱场 13 2  uc 时，不能转化为类如方程

（21）式的简单形式，一般需要先将此方程拆分为二个方

程，确定其一近似解，然后代回拆分前的方程中经过级数

展开、截断、对比等步骤给出方程解形式，再求出行星近

日点进动速率，解法过程稍显繁杂，结果拼凑成分较大。 
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1.7 非线性微分方程的近似等效解析解法及其应用 
一般的非线性微分方程难求解析解，可用近似等效解

析解法分析。此方法为：按照分析方向将难解的非线性动

力学微分方程简化有解析解的线性或非线性微分方程，将

此解析解拓展为初始近似等效解析解，将此初始近似解代

入原微分方程中试算，修正近似解，再代入原微分方程，

如此循环修正代入试算，确定最终近似等效解析解形式。 
与解微分方程的 Lagrange 参数变易法比较，近似等

效解析解法是趋势性近似方法，通常情况不能给出微分方

程的解析解，而且在解的拓展方向、试算过程有所省略及

修正代入试算次数等原因，其仅是给出近似等效解析解。 
对于上述 Einstein－Binet 方程，在波动分析上简化后

的线性方程及其解析解形式分别为 

02

2

d
d uuu




， 

)]cos(1[ as0asA0as   uu ； 
则在进动角试算方向取原方程的初始近似等效解析解为 

)]](cos[1[ 321eas  u ，          （25） 

上二式中 asA 、 as0 ， 1 、 2 、 3 、 皆为待定常量。 

将此初始近似解（25）式代入 Einstein－Binet 方程 
)]](cos[1[)](cos[ 3213

2
21    

2
32

2
1

2
0 )]](cos[1[3   cu ； 

考虑 10
2  uc 时 e2 ，故当 12 e 时 12

2  ，则 

)](cos[]61[ 31
22

21   c  

0]3[ 01
2

1
2   uc  ； 

有 












；03
,0]61[

01
2

1
2

1
22

21

uc
c




 

当 021  时不需解 ；当 021  且 112 0
2  uc 时得 

02
0

2

2
0

2

1 6
]61[1

6
1211

u
c

uc
c

uc






 







 ， 

0
2

0
2

1
2 316161 ucucc    ； 

得 12 e 时 Einstein－Binet 方程弱场等效解析解近似为 
)]])(31cos[(1[ 30

2
20eas    ucuu ；  （26） 

则基于此近似等效解析解法一次试算即直接给出 Einstein
－Binet 方程中行星近日点进动角亦为（24）式形式 

)1(
662

31
2

22
0

02
0

2EB0 eac
GMu

cuc 



 

 。 

（27） 
方程（17）式在极弱场时退化为 Newton 引力理论

Binet 方程（13）式，在弱场时其给出的行星近日点进动
角方程与 Einstein 广义相对论得出的结论一致，此分别对
应于（17）式右边进行的 Taylor 级数零阶展开与一阶展开。 

上述分析表明，与 Einstein 广义相对论比较，虽然连
续轨道理论对天体运行轨道的解析推演描述稍显简练，但
由于理论包含有条件假设成分的方程（1）、（14）二式，
而且在强场时具有虚解的局限性，故其仍是属于初步探讨
性质的理论。 

 

2 自相似分形扩展方程、分维扩展方程与天体运行

背景介质理论的离散轨道描述 

2.1 自相似分形扩展方程与分维扩展方程 
2.1.1  遍历常数与自相似分形扩展方程形式 

考虑一集合初始测度 0A 在第 i 次操作上标度 i 及集

合单位 )( i 的数量 in ，当 10  i 、 1in 时，分别有

差分方程形式 
11

1


  ii Z ，                        （28） 

ii Wnn 1 ；                        （29） 

式中Z 、W 为操作常数， i 为自然数； 1Z 、 1W ，

 i0 ； 11
0  ， 10 n 。 

差分方程（28）式、（29）式的解分别为 
i

i Z  ；                           （30） 
i

i Wn  。                            （31） 

其当常数 1Z 时，有 1i ；当常数 1W 时，有 1in 。 
由方程（30）式、（31）式分别得 

Zii lnln  ；                       （32） 

Wini lnln  ；                        （33） 
即有等式 

1lnlnlnln  ii WnZ  。                 （34） 
当 1i 、 1Z 时，由方程（34）式得 

Z
Wn

i

i

ln
ln

ln
ln

1 
；                        （35） 

得方程（35）式在自然数 i 于范围  i1 中的遍历常

数 为 

Z
W

ln
ln

 ，                           （36） 

则有 
  iin 。                            （37） 

显然方程（36）式中的遍历常数 即为当 i 时

生成集合的 Hausdorff 维数；而方程（37）式则为自相似

分形扩展方程形式。 
2.1.2  遍历常数与自相似分维扩展方程形式 

仍然考虑一集合初始测度 0A 在第 i 次操作上标度 i
及集合单位 )( i 的数量 in ，当 1i 、 1in 时，分别

有差分方程形式 

ii Z 1 ，                        （38） 

ii Wnn 1 ；                           （39） 

式中Z 、W 为操作常数， i 为自然数； 1Z 、 1W ，

 i0 ； 10  ， 10 n 。 
差分方程（38）式、（39）式的解分别为 

i
i Z ，                             （40） 

i
i Wn  ；                             （41） 

其当常数 1Z 时，有 1i ；当常数 1W ，有 1in 。 
由方程（38）式、（39）式分别得 

Zii lnln  ；                        （42） 
Wini lnln  ；                        （43） 
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即有等式 

ii WnZ lnlnlnln  。                 （44） 

当 1i 、 1Z 时，由方程（44）式得 

Z
Wn

i

i

ln
ln

ln
ln




；                        （45） 

得方程（45）式在自然数 i 于范围  i1 中的遍历常

数 为 

Z
W

ln
ln

 ；                            （46） 

则有 
 iin  。                              （47） 

方程（47）式中的遍历常数 与方程（36）式中的

遍历常数 是有所不同的；为区别二者的表述，故定义

方程（47）式为自相似分维扩展方程形式。 
2.2 分形扩展及分维扩展的连续性微分方程形式讨论 
2.2.1 分形扩展方程与分维扩展方程 

作为对上述自相似分形扩展与自相似分维扩展差分

方程的连续性讨论，下面初步其给出趋势性的轮廓描述。 
在自然现象演化过程中，当其局部细节变化与整体远

景变化相联系时，则对应参量 x 、 y 的函数关系为 
),(),( wp yxfyxf  。                 （48） 

进一步地，如果在标度 （ 10   为实数）层面上变

化单元的数量n （ 0n 为实数）相对 局部细节的变化

率与整体远景的平均变化率相联系，则由（48）式得相似

扩展方程 

)),(()( wp 



nnsfnf 




 ，            （49） 

式中 ),( ns  为相似函数；n 取连续的实数是趋势描述。 
由方程（49）式得相似扩展方程最简单的具体形式为 





nnsn ),(

d
d

 ；                     （50） 

上式的二展开方程形式为 

0),(
d
d







nnsn
；                  （51） 

0),(
d
d







nnsn
。                  （52） 

当 ),( ns  相对 n 、 为常量时，取（51）、（52）二

式中的 ),( ns  分别为 
0),(  ns ， 0),(   ns ； 

则得 

0
d
d







nn
； 1)1(  n            （53） 

0
d
d







nn
；   )1(n            （54） 

其解分别为方程（37）、（47）二式的形式 
 n ；                            （55） 
n 。                              （56） 

方程（55）式为自相似分形扩展方程，式中 为分

形扩展维数；方程（56）式称为自相似分维扩展方程，
为自相似分维扩展维数。 

一般地，递推数列具有自扩展性质，典型线性形式类

如 Fibonacci 数列等，其可由简明的特征方程方法讨论[18]。 
下面圆内接弦的扩展是较广泛意义上的相似扩展形

式。将半径为 R 的圆依次进行 22 、 32 ，乃至 J2 等分，

并依次连成圆内弦，则仅依据 Pythagoras（约公元前 580～

前 500 年）的勾股弦定理即可得到圆内接弦的总长度 JlS

与直径 R2 之比在极限上为圆周率的无理数表述形式 

R
l J

J 2
limπ S


 22222lim 1  


J

J
， 

（57） 
这里自然数 2J ，式中右边的根号共有 1J 重，根号

内 2 的个数也共有 1J 个。 
在 16J 时，得 1415926533.3π  。 
因在距今 3120 年前中国具备了“勾广三，股修四，弦

隅五”的论述（方算书《周髀算经》记），到距今 2500 年

前古希腊的 Pythagoras 证明了勾股弦定理，并掌握了无理

数的运算规律，故由上述相似扩展得到的方程可初步推论

关于圆周率的一个严谨表述在 Pythagoras 的时代可能已

经给出，其比距今 1500 年前中国南北朝的祖冲之（公元

429～500 年）断定圆周率取值在 3.1415926 与 3.1415927

之间的结论要早 1000年左右，表述也更为深刻。 

2.2.2 分维扩展方程与分形扩展方程的性质 
考虑方程（37）、（47）二式或方程（55）、（56）二式

在 1 、 1 时分别有 1 n 、 n ，则由（37）
式或（55）式得分形扩展曲线的分形扩展维数 及在标

度 （ 1
0
 l ）层面上的长度 nl 为 

nln)(ln 1   ，                  （58） 
11

0

  nlnln  ；                    （59） 
同样根据（47）式或（56）式得分维扩展曲线的分维扩展

维数 及在标度 （ 1
0
 l ）层面上的长度 l 为 

nln)(ln 1   ，                     （60） 
11

0

  nlnln  ，                    （61） 

式中 0l 为分维扩展初始长度，为分维单位。 

2.3 天体运行轨道的基线假设 
与天体运行背景介质理论的连续轨道理论相对应，如

果天体运行的轨道还具有与微观粒子运动的量子理论所

描述的离散轨道相似的性质，则此离散轨道在描述方法及

方程形式上应具有天体运行所本有的特征。 
下面给出天体运行背景介质理论在弱场情况下的离

散轨道描述，内容来源于资料[4]，并予以适当调整补充。 
天体运行轨道曲线即主要包含上面二个扩展层次，一

是天体在主天体作用下产生运行轨道基线的分维扩展层

次，二是在背景介质及其它天体的作用下于轨道基线一维

势阱中再次产生的整体上环绕基线、细节上下一重环绕上

一重的多重分形扩展层次。对于天体运行相对稳定的离散

轨道，n 的数值解趋近于自然数或有理数，而在二个稳定

离散轨道之间的过渡状态时n 一般为非有理数的实数。 
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对于天体的运行，目前主要讨论弱场时其在主星体作

用下产生轨道基线的分维扩展层次的性质，即在初始扩展

长度 0l 上分维扩展生成的轨道基线长度方程（61）式。 
假设：天体在主星体作用下生成其运行轨道基线周长

nl 的初始扩展长度为 
 M0 2 El   ，                         （62） 

其中 为天体运行离散轨道常数， 为待定常数， ME 为

天体围绕的主星体能量；天体运行在相对稳定的离散轨道

时 n 取自然数。 
2.4 天体运行的离散轨道方程 

根据（61）、（62）二式得天体运行的离散轨道方程为 
11

M2
  nEln  。                    （63） 

考虑忽略主星体整体自旋转能量及运动能量的影响，

有 Einstein 能量 2
00MM cMEE  ，这里 0M 为主星体

的静止质量。方程（63）式成为 
11

0M2
  nEln  。                   （64） 

通过对太阳系部分行星及其卫星轨道基线数据的分

析，初步确定天体离散轨道常数 、待定常数 、分维

扩展维数 的数值估计分别为 
21.1605.021.020 skgm1000.6  ，       （65） 

605.0 ，                           （66） 
00.1 。                            （67） 

方程（62）、（64）二式成为 
605.0
0M0 2 El  ，                        （68） 

2605.0
0M2 nEln  。                      （69） 

由于尚未考虑各作用天体整体旋转能量、运动能量等

的影响，所以诸常数更为准确的数值还有待于深入研究分

析予以确定。 
2.5 部分天体运行离散轨道方程的具体形式 
2.5.1 太阳系中诸行星运行的离散轨道 

根据太阳质量为 1.989×1030kg 的数据及方程（69）
式，得其诸行星离散轨道方程为 

20975.0 nln  AU ；                    （70） 
将诸行星轨道数据与方程（70）式进行比较，得含有一个

相对 1％小数值 0.001AU 波动量的方程为 
2)001.00975.0( nln  AU 。           （71） 

2.5.2 天王星诸卫星运行的离散轨道 
根据天王星质量为 8.689×1025kg 及（69）式，得其

卫星离散轨道方程为 
241036.3 nln   km 。               （72） 

2.5.3 地球卫星运行的离散轨道 
根据地球质量为 5.976×1024kg 的数据及（69）式，

得其卫星离散轨道方程为 
231065.6 nln   km 。               （73） 

2.5.4 绕月天体运行的离散轨道 
根据月球质量为 7.3506×1022kg 的数据及（69）式，

得绕月天体运行的离散轨道方程为 
2465nln   km 。                     （74） 

2.6 离散轨道理论的预言数据 
离散轨道与连续、平衡性轨道相比，则属于稳定性轨

道，其显著的特征是当天体卫星处于稳定轨道附近运动

时，在受到微量扰动后卫星的运动状态会逐渐恢复到受扰

动以前的状态。 
下面给出部分天体卫星的稳定轨道预言数据，以供对

离散轨道理论作出有效验证。 
2.6.1 太阳系行星运行的第 1 层离散轨道的预言 

根据太阳诸行星运行的离散轨道方程（70）式，取太

阳赤道平均直径以 1.39×106km 计，得在水星所处第 5 层

离散轨道之前的四层距日心平均距离（AU）分别为： 
第 1 层：0.0155±0.00016（约在距太阳表面外 1 个太

阳直径距离的附近）； 
第 2 层：0.0621±0.00064（约在距太阳表面外 6 倍太

阳直径距离的附近）； 
第 3 层：0.140±0.0014；第 4 层：0.248±0.0025。 

2.6.2 天王星卫星第 8 层离散轨道的预言 
根据天王星卫星离散轨道方程（72）式，可得在天卫

Ⅱ与天卫Ⅲ之间的第 8 层天卫所在离散轨道周长为 2.150
×106km，距天王星中心平均距离为 

km10422.3 5
8uca r ；                 （75） 

其第 12 层天卫所在的离散轨道周长为 4.838×106km，距

天王星中心平均距离为 
km10701.7 5

12uca r 。               （76） 
2.6.3 地球卫星第 3 层离散轨道的预言 

根据地球卫星离散轨道方程（73）式，取地球半径平

均值为 6371km，得前二层皆处于地球内部，离地球表面

最近的是第 3 层离散轨道，其处于地球表面外 3154km 处

的大气圈外层；第 4 层处于地球表面外 1.056×104km 处。 
2.6.4 绕月航天器第 5 层离散轨道的预言 

取月球平均半径为 1738km，根据（74）式，得绕月

航天器离散轨道的前 4 层平均半径皆小于月球半径，第 5
层离散轨道则处在月球表面外 

km1125msa r ；                       （77） 
第 6、10、20 层离散轨道分别处在月球表面外 926km、

5663km、27865km 处。 
2.7 离散轨道理论的意义 

离散轨道理论对于探索搜寻新的天体、设计地球卫星

运行轨道、绕月航天器运行轨道等具有理论推演及方案选

择上的参考意义。 
在 2007 年的探月计划中，中国探月卫星“嫦娥一号”

绕月航天器预计在距离月球表面 200km 处的初始圆轨道

上运行，然后逐渐下降到 100km 处附近轨道；而印度的

“月球初航(Chandrayaan-1) 号”探月飞船预计在距月球

表面 100km 的轨道上运行。 
如果以月球卫星离散轨道（74）式作为计算参考，则

可得上述中国选择的绕月初始圆轨道较偏离于稳定轨道，

而下降后的轨道及印度选择的绕月轨道则较为接近在第5
层稳定轨道附近运行。 

通过进一步的理论研究及实验验证，明确离散轨道的

机理并修正有关参量、系数，则可加深对天体运行轨道的

认识理解，并可考虑将天体卫星的离散轨道选择为宇航器

的驻留轨道。 
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2.8 天体运行背景介质理论的基础展望及初步推论 
天体运行背景介质理论所包含的连续轨道描述与离

散轨道描述目前尚处于并行状态，不能从其中的一个分支

理论自然导出另一个分支理论，强场时还有虚解；其中离

散轨道理论目前还需要来自连续轨道理论的支持，在基础

及方法上也还具有数学统计的成分，方程中的待定系数仍

需要由有关观测数据资料予以进一步校核确认。 
2.8.1 基础展望 

在共同的背景介质理论的基础上，天体运行的连续轨

道理论及离散轨道理论，将只是一组天体运行在介质层壳

中能量动态平衡方程解的二个极限形式，同时方程亦将给

出天体作用的明显尺度特征。在更广泛的区域中，天体作

用可以近似展开为诸如下面（78）式的方程描述 
)()()( p qrqrFqrF   ，            （78） 

式中 
12

0
1

0
2 )()(   cMGMcq   ，         （79） 











qaqrqr
cqmqrF

2
11exp

)(
)( 2

2
0

p ，      （80） 

)(qr 为待定周期性衰减函数。 
方程 Fp(qr) 的趋势性曲线如图一所示。 

 
图一 天体运行轨道背景介质理论的作用力趋势曲线图 

Fig.1 The interaction tendency curve in the background medium theory 
of celestial body motion orbit 

在图一中，点 PK与点 PJ为曲线过零点，在细化上曲

线于点 PK之前及点 PJ之后还都存在过零点；曲线从点 PA

到点 PB段即为目前连续轨道方程 Fp(qr) 所近似描述的曲

线部分。 
上述思想描述了一个多尺度层面波动嵌套（分形）图

景，其中方程 Fp(qr) 即为一较大尺度层面波动的一段近

似构成部分，而 Fp(qr) 本身又仅是一较小尺度层面波动

曲线的基线近似方程。 
关于引力在多尺度层面上规律的更深入分析，则宜基

于分维数学的研究结论所提供的描述框架。 
2.8.2 初步推论 

作为对天体在较为广泛区域作用曲线的初步探讨推

论，一方面，从点 PK到点 PA之间引力不会出现奇点或无

穷大，质量坍塌难以无限制地持续进行，即仅由引力难以

形成质量密度趋于无穷大的理想黑洞；另一方面，在由点

PB 到点 PJ 段，引力从开始出现细微波动，至波动变大逐

渐明显偏离方程 Fp(qr)（包括 Newton 引力规律），即与方

程 Fp(qr) 比较，将产生引力增加、减小等波动。同时，

在将星系作为微尘颗粒定义的体系里，运动规律自有与该

层面相对应的方程形式。 
对于在天体运行背景介质理论建立的初期阶段，一般

先拟就有几个相互衔接重叠的过渡性理论予以先验毛估

及粗略贯通是重要的；在此探索过程中，不易避免的是其

体系中裹含有无法消除的经验假设及混合拼凑的成分；这

也是逻辑基础及数理语言的盲区，致使不能建立出完全消

除这些成分的理想解析体系。在至为根本的层面上，自然

不昧因果并超越逻辑；逻辑的作用在于指向或导向究竟，

但逻辑远不是究竟本身；在逻辑与究竟之间还存在思维极

难以触及的区域，对形式与内涵之间转化的考察及由此建

立的逻辑推演体系难以对自然予以完备描述。在从

Newton 模式导入 Siddhartha 模式的过程中，宜兼容而又

不执著其任何状态，以免由传承转化为阻碍。 
天体运行背景介质理论的离散轨道描述目前由于在

数学上采用了分维扩展方法，所以其进一步的发展需要来

自分维数学的非整数阶微积分与分形测度计算所提供的

基础。下面主要讨论幂函数的分维微积分表述及其与分数

阶微积分的联系，以给出基于分数阶微积分及分维微积分

的自相似分形测度趋势性微积分计算方程。 

3 幂函数非整数阶微积分的趋势性方程形式 

分维微积分在理论基础上主要依据分维导数相对邻

近规整导数的位置假设，目前尚不能给出一般函数分维导

数的具体解析形式，远不具有分数阶微积分的拓展体系。 
分维微积分与分数阶微积分不同，分数阶微积分的基

础主要依据整数阶积分变换对分数阶的默认外推，能给出

一般函数分数阶微积分的非局域性形式，有半解析基础。 
上述这二个研究方向在基础上都依赖于整数阶微积

分的表述，尤其是分维导数缺少严格证明，几乎没有深远

意义。目前这些表述及探索皆是趋向一个较为基本理论的

过渡性近似形式、乃至试错途径。而未来可能建立的较为

基本的理论，将包含更为深刻普适的核心概念定义及基础

假设，具有明确的几何意义，Newton 微积分将成为其导

出结论，并能自然延伸出函数阶微积分形式。从理解基础

理论到创建基础理论，几乎是从行星凝聚成恒星的跨越。 
下面讨论的主线脉络内容来源于资料[12，4]，主要

描述幂函数非整数阶微积分的趋势性方程形式，为未来的

相关解析理论提供微许前期探讨途径及框架参照。 
3.1 一般函数的 Newton 导数 

对于一般函数 )(xf ，取其在点 x 处的邻域分别为函

数形式 )( 11 xkxf  、 )( 22 xkxf  ，这里 1k 、 2k 为有

限非负实数， 0x ；可定义二函数在点 x 处的规整导

数为 

)(
d
d)(D xf
x

xf   

xkk
xkxfxkxf

x 



 )(

)()(lim
21

1122

0
。（81） 

这里函数 )( 11 xkxf  与 )( 22 xkxf  在点 x 处可以皆

不连续。特别地当二函数在点 x 处的邻域具有相同函数形
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式并连续，且 01 k 、 12 k 时，方程（81）式即化简为

Newton 导数形式 

)(
d
d)(D xf
x

xf 
x

xfxxf
x 






)()(lim
0

。  

当二函数在点 x 处具有相同函数形式，且 121  kk
时，方程（81）式成为 

)(
d
d)(D xf
x

xf 
x

xxfxxf
x 




 2
)()(lim

0
。 

而其规整积分形式则与同是规整积分的 Newton 积分具有

相同的表述形式；可得函数 )(xf 在点 x 处的分维导数

)(D xf 具有性质 









2

1

),(D
),(D

)(D
2

1









xf
xf

xf         （82） 

其中 10 21    。 

3.2 函数的分维导数位置假设及导出结论 
3.2.1 函数的分维导数的位置假设 

根据（82）式，下面给出分维导数位置假设。该假设

以分段的相邻整数阶为界限，在数学基础层面包含诸多脱

漏与错误，只能对类如幂函数形式在相邻整数阶之间进行

非整数阶导数的简略趋势性估计运算，不具有解析意义。 

假设：分维导数 )(D xf (如果存在)处于 )(D 1 xf

与 )(D 2 xf
之间，即 

 )(D),(Dmin 21 xfxf 
 

)(D xf  )(D),(Dmax 21 xfxf  ，（83） 

其中 10 21   。 

3.2.2 位置假设的连续性基础、局限及导出结论 
位置假设是基于下面对方程（82）式予连续性质以进

一步描述的方程（84）式。 

当 10    时,分维导数 )(D xf (如果存在)

处于 )(D xf  与 )(D xf  之间，即 

 )(D),(Dmin xfxf    

)(D xf  )(D),(Dmax xfxf   ， 

（84） 

)(D)(Dlim)(Dlim
00

xfxfxf 






 






， 

式中 10   。 

方程（84）式依赖于 )(xf 的函数形式、 值及  微

小值； )(D xf 的局限即在于假设了其在 10   中

的单调性及平滑方式单一性，故（53）式不具有普遍意义。 

由位置假设（83）式，得 )(D xf 通过方程 

0)(D)(D 21  xfxf 
 ， 10 21    

的根 kx (如果存在)所在位置 )))((D,( 1
kk xxxfx 

，即

在根 kx 所在位置有 

kkk xxxxxx
xfxfxf


 )(D)(D)(D 21 

。 

（85） 

当 01  、 12  时，方程（85）式成为 

kk xxxxk xfxfxf


 )(D)(D)(  。     （86） 

特别地，当 xxf exp)(  时，其规整导数为 

xxfxf exp)(D)(D 1intint   , 

其中 int 为对的取整数运算。 

根据方程（83）、（86）二式及上式得 

xx expexpD   。                    （87） 

3.3 位置假设的一个等效推论 
分维导数位置假设（83）式的一个推论函数维导数为： 

对于给定函数 )(xg ，当 10  x 及 

1)()(0  xxgxxg  

时，函数维（或函数阶）导数 

)),(),(()(D )( xxgxfQxfxg   

处于 )(D )( xxfxxg  与 )(D )( xxfxxg  之间，即 

 )(D),(Dmin )()( xxfxxf xxgxxg    

 ),(Dmax)(D )()( xxfxf xxgxg    

)(D )( xxfxxg  ； 

（88） 

故 )(D )( xfxg 通过方程 

0)(D)(D )()(   xxfxxf xxgxxg  

的根所在位置，且有 

)(Dlim)(Dlim )(

0

)(

0
xxfxxf xxg

x

xxg

x
 






 

)(D )( xfxg 。 

3.4 幂函数的分维导数形式假设 
对于幂函数 pxxf )( ( 0p )，因 

1)(D  ppxxf  ， 

则据此下面给出幂函数的分维导数形式假设。 
假设：幂函数 pxxf )( ( 0p )的分维导数形式为 

   pp xx )(D  ， 10          （89） 
其中 )( 为关于的待定函数。 

3.5 幂函数的分维微积分 
3.5.1 幂函数的分维导数 

根据（83）、（86）二式得 pxD 通过方程 

0)(D)( 1  pp pxxxfxf  

的根 01 x ( 0p )、 px 2 所在位置 )0,0( 、 ),( ppp ，

代入(86)、(89)二式得 
  pp pp )(  ， 

故得方程（89）式中关于的待定函数为 
 p)(  。                 （90） 

将（59）式代入（58）式得幂函数的分维导数形式为 
  pp xpxD  ，  10          （91） 

  1D xx  ，  10                （92） 
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分维导数是对整数阶导数的分段趋势性直接外推，只
是一简略趋势层面的估计运算，不具有数学基础意义，且
包含着诸多脱漏及错误，其中之一即是 

y
yx

yy
x 







d
d

d
d

d
d





  








 

10,]D[
0,

1




 y
y

         （93） 

及由此式推出的趋势性估计运算方程 

xx exp)exp(D    ， 10        （94） 









10,0

0,1
1D


   

这里 为常量。 
作为探讨，对于 xxf sin)(  ，取其分维导数形式为 

]5.0sin[)(sinD sin   xx ， 10   

式中 )(sin  为关于的待定函数；则有其分维导数为 

)]21(25.0sin[2
]5.0sin[2sinD








xx ， 10   

一般地，当 0 时，根据（83）、（86）二式，得 

 )(DD)(D intint xfxf   ， 0    （95） 
3.5.2 幂函数的分维微分及积分 

根据（91）、（95）二式，得幂函数的分维微分为 
 )(dd xxpx pp  ， 10       （96） 

 intintintint )(d)(dDDd  xxxx pp ， 

0  （97） 

当 0][I
0


x

px 时，其分维积分形式为 
   pp xpx )(I  
  pxp),(1 ，  10       （98） 

pp xx  intint III   
  pxp),(1 ， 0           （99） 

其中函数 ),( p 为 

),( p  














 1,]int[]int[

10,][
int

1

int 








ipp

p

i

 

（100） 
当 1p 时，方程（100）式成为 

)1,(  














 1,]int1[]int1[

10,]1[
int

1

int 








i
i

 

（101） 
依据（101）式得 )1,( 为实数 1 阶乘 )!1(  的

一种趋势性近似表示形式 

)1,()!1(   ， 0              （102） 
3.5.3 幂函数的分维积分与其范数的关系 

作为进一步的探讨，当 pxxf )( ( 0p )满足条件 




xxf d)(
1

 

时，赋予范数 




]d)([

1

1 xxff 


  ，  11    （103） 

得此时方程（98）式的范数表述形式为 

1)(I 



  fxf  ，  10      （104） 

3.6 分维导数与分数阶导数的区别 
3.6.1 Γ函数的二个近似计算公式 

通过对Γ函数的深入分析，可得其二近似等式为[4] 












 )sin(

4.7
11

)1(
)1( 




p
p

p
p

 ， （105） 

)1(

))1(1(
)1(

)1(
)1( 









 pp p

p
pp

p
p

，（106） 

式中 10  ， 5.0p 。 

当 5.2p 时，方程（106）式可进一步近似表示为 




p

p
p





)1(
)1(

 ， 5.2p           （107） 

根据方程（106）、（107）二式分别得Γ函数近似值计

算的二个简略公式为 

!)()2( 12 nnn    ， 1n       （108） 

!)( 1nnn    ， 3n             （109） 
式中 10  ， !n 为自然数n 的阶乘。 

3.6.2 分维微积分与分数阶微积分的联系与区别 
目前分数阶微积分的一些结论是从函数及积分变

换方程直接默认推广得到的，其中分数阶导数定义中包含

着函数积分上下限参数，具有显著的非局域性质。当仍然

保留与整数阶导数相对应的局域属性时，对于幂函数
pxxf )( ( 0p )有分数阶导数 












 pp x
p

px
x )1(

)1(
d
d

 。       （110） 

故根据方程（107）、（110）二式得 




 


 pp xpx

p
p

)1(
)1(

 ， 5.2p  （111） 

即在此条件下分维导数与分数阶导数近似相等。 
对于分维导数，根据方程（86）式，函数 pxxf )(

在 px  处的所有分维导数 )(D 1 xfp
、 )(D 2 xfp

都相等 
ppppppp ppppp   2211  ，          （112） 

这里 10 1  p ， 10 2  p 。 
对于分数阶导数，根据方程（106）、（110）二式，幂

函数 pxxf )( ( 5.0p )只在其二分数阶满足关系

121  pp 时才在 px  处相等 

21

)1(
)1(

)1(
)1(

21

pppp p
pp

pp
pp

p 








，（113） 

这里 121  pp 。 

与目前分数阶导数的显著非局域性形式比较，虽然分

维导数基本保留着整数阶导数从局域性基础假设到局域

性推演结果的根本特征，但亦只能对于类如幂函数的方程

形式进行非整数阶微积分的简略趋势性估计运算。 
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4 自相似分形测度计算的非整数阶微积分方程 

自相似分形测度的微积分计算方法主要是依据非整

数阶微积分，在目前真正的非整数阶微积分理论尚未建立

前，上述幂函数的分数阶微积分与分维微积分表述形式是

趋势性微积分方程性质的，通过此趋势性微积分方程能够

给出直接进行自相似分形测度计算的趋势性方程。这种趋

势性微积分方法的分析过程及得到的自相似分形测度与

目前普遍采用 Hausdorff 测度方法(覆盖方法)得到的结果

不同，覆盖方法分析过程较为复杂，得到的测度依赖于所

使用的覆盖方式及迭代技巧，计算方法的普适性较弱。 

数学，普适构造与逻辑解析相辅相成，几何思想代数

化与代数思想几何化交相辉映，要旨之一即是将 0 及无穷

皆变换或映射为可区分的有限量形式，此亦测度之内涵。 
下面给出自相似分形测度的趋势性微积分方程计算

方法，主要内容来源于资料[12，4]，并予以适当补充。 

4.1 自相似分形方程 
依据方程（28）式～（37）式的过程，仍然由差分方

程给出自相似分形方程的概要描述；得一集合初始测度

0A 在第 k 次操作上标度 k 及集合单位 )( k 的数量 kn ，

当 10  k 、 1kn 时，有差分方程 
11

1


  kk Z ， kk Wnn 1 ；           （114） 

式中Z 、W 为操作常数， k 为自然数； 1Z 、 1W ，

 k0 ； 11
0  ， 10 n 。其解分别为 

k
k Z  ； k

k Wn  。                （115） 
即有等式 

1lnlnlnln  kk WnZ  ；               （116） 

其当常数 1Z 时，常数 1W ，且有 1k ， 1kn 。 

当 1k 、 10  k 时，由方程（116）式得遍历常

数 ，也即 Hausdorff 维数为 




 Z
Wn

k

k

ln
ln

ln
ln

1 ；                  （117） 

有自相似分形方程 
  kkn 。                         （118） 

于趋势层面在连续遍历的意义上，考虑一集合初始测

度 0A 于标度（ 10   为实数）层次上在函数 ),( n
激励下，集合单位 )( 的数量n（ 0n 为实数）与 之

比正比于n 相对 的变化率，即 

),(),(
d
d nnnsn 





 ， 1)( 1  ns （119） 

式中比例函数 ),( ns  即为集合生成的相对维数；数量 n
取连续的实数为趋势性描述。 

这是一描述局部变化率与整体平均变化率关系的方

程。 
当 0),( n ，且  ),( ns 相对 、n 为常量时，

方程（119）式成为 

0
d
d







nn
； 1)1(  n           （120） 

积分（120）式并考虑在 1 时 1 n 为不变操作，得 
1n ， 

即有 Hausdorff 维数方程 

1ln
ln

ln
ln




 nn
。                  （121） 

由连续性微分方程讨论自相似分形方程可初步讨论

相邻自相似分形间的过渡关系。 
下面由自相似分形测度的可加性给出自相似分形方

程形式。 

取自相似分形测度 A的方程形式为 
 0)( AA   ， 0)0( 0 AA           （122） 

这里 )( 为关于 的函数；则基于测度可加性得 

]))(([ 0
 AnA  ；                （123） 

得 

]))(([)( 00
  AnA  ， 

即有 

1n ，                          （124） 

故由此自相似分形测度的可加性亦可得其分维数方程 

1ln
ln

ln
ln




 nn
。                 （125） 

4.2 分形测度的非整数阶微积分形式定义 
定义：当分形测度 A相对分形初始测度 0A 为升维

（ 1 ）时，其测度 A为对分形相似单位函数 ),( 0Af 
的 1 阶积分，微分方程为 

),(
d
d

01
0

1

AfA
A









， 1 、 0)0( 0 AA （126） 

当在 10  的降维时， 0A 为 A在逆方向上的 1 维分

形测度，有 11  ；根据方程（126）式得微分方程 

),(
d
d 1

01

1

1

1

AfA
A















， 10  、 0)0(0 AA  

（127） 
方程（126）、（127）式中的 为 A相对 0A 的相对维数。 

4.3 自相似分形测度计算的趋势性微积分方程 
对于自相似分形，分形相似单位函数 

00 )()( AAf  ， ， 1  、 1)1(  （128） 

AAf )(),( 11    ， 10  、 1)1( 1   
（129） 

式中 )( 为 的函数。 

因分数阶微积分与分维微积分皆属于整数阶微积分

的趋势性外推，尚不是真正的非整数阶微积分；在真正的

非整数阶微积分理论建立前，可暂时基于分数阶微积分及

分维微积分给出自相似分形测度的趋势性微积分方程。 

作为初步探讨，当取 
1)(   或 1)( 1   

时，为对测度在包络层面的趋势性计算。 
当取 

1)(   或   )( 1  
时，为对测度予以细节层面的趋势性计算。 
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此二个层面在 1 与 10  时的自相似分形测

度方程分别为 

01
0

1

d
d AA
A









， 1 、 0)0( 0 AA  

0
1

1
0

1

d
d AA
A










， 1 、 0)0( 0 AA （130） 

AA
A










01

1

1

1

d
d





， 10  、 0)0(0 AA  

AA
A















01

1

1

1

d
d

， 10  、 0)0(0 AA  

（131） 
根据方程（126）～（131）式，得自相似分形测度计

算的非整数阶积分方程为 

0
1I)( AA   ， 1 、 0)0( 0 AA （132） 

AA 11
0

1

I)(  

  ， 10  、 0)0(0 AA  
（133） 

根据分数阶导数方程（110）式及方程（132）、（133）
式，得基于分数阶微积分的自相似分形测度趋势计算方程 













1,)]1()[(
10,)]1([)]([

0
1

0
11








A
A

A （134） 

根据方程（98）式、（99）式及方程（132）、(133)
式，得基于分维微积分的自相似分形测度趋势性计算方程 













1,)1,1()(
10,)1,1()]([

0
1

0
11








A
A

A （135） 

根据方程（98）式，当 25.0   时，上式简化为 













0.20.1,)(
0.15.0,)]([

0
1

0
11








A
A

A   （136） 

方程（135）、（136）二式中 10  时的表述还可

分别由其中的 11  时的下面二个方程形式直接解得： 
1111

0 )]1()[(
   AA ， 11   （137） 

1

)1,1()( 111
0



   AA ， 11   （138） 

根据方程(134)、（135）二式即可以分别在趋势层面

上计算一些自相似分形的测度。 

上述关于自相似分形测度计算的分析过程是属于探

讨性质的。几何测度对应于函数积分在整体构造上属于趋

势性描述，是分形单元对应于函数微分在局部细节上的极

限（包络）表述，其在升维（ 1 ）时一般为大值形式，

在降维（ 10  ）时一般为小值形式；其包含着无穷

层面操作的整体构造属性，具有积分守恒的相应性质。 

4.4  几类典型自相似分形测度的趋势性计算方程 
4.4.1 三分 Cantor 集合及 Koch 曲线测度 

在资料[12]中已计算几个典型自相似分形的测度，包

括三分 Cantor 集合、Koch 曲线、从二维转为一维、从三

维转为二维、从三维转为一维的 Sierpinski 垫片等；其中

在初始测度为 0l 时，三等分 0l ，保留二边的闭区间，去掉

中间的开区间，持续操作，得到三分 Cantor 集合，其相

对维数为 

631.0
3ln
2ln

2L3  ； 

由方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
3L23L23L2

0
1

3L2
1

3L2L23 )]1([)]([   lA    

      












3L2
1

3L2
631.0

0

1
3L2

631.0
0

)(,663.1
1)(,244.1



l
l

       （139） 

3L23L23L2
0

1
3L2

1
3L2L23 )]([   lA   

      












3L2
1

3L2
631.0

0

1
3L2

631.0
0

)(,585.1
1)(,185.1



l
l

      （140） 

三等分 0l ，保留二边的闭区间，将中间的一个闭区间

生成二个连接的闭区间，持续操作，得到 Koch 曲线，其

相对维数为 

262.1
3ln
4ln

4L3  ； 

由方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
4L3

0
1

4L34L34L3 )]1()[(  lA   

      








1
3L43L4

262.1
0

3L4
262.1

0

)(,696.0
1)(,877.0



l
l

      （141） 

4L34L3
0

1
4L34L34L3 )(  lA   

      








1
3L43L4

262.1
0

3L4
262.1

0

)(,746.0
1)(,941.0



l
l

     （142） 

下面依据基于分数阶微积分及分维微积分方法导出
的自相似分析测度方程(134)、(135)二式，继续给出二种
正交十字星的分形测度及二种 Sierpinski 垫片的测度。 
4.4.2 二种正交十字星的分形测度 

取初始测度为 0l ，进行 2 等分，在等分点处正交生成

4 个等分线段，持续操作或无穷次操作，此分形相对维数 

0.2
2ln
4ln

4L2  ； 

依据方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
4L2

0
1

4L24L24L2 )]1()[(  lA   

      








1
2L42L4

2
0

2L4
2
0

)(,250.0
1)(,500.0



l
l

        （143） 

4L24L2
0

1
4L24L24L2 )(  lA   

      








1
2L42L4

2
0

2L4
2
0

)(,250.0
1)(,500.0



l
l

        （144） 

对于此十字星正交构造过程，任何有限次操作，若以
绝对维数为 2 时进行面积特征计算，则其皆为 0；无穷次
操作后，其测度则为方程（133）、（144）二式结果。分形
测度直接刻画了有限次操作与无穷次操作间的过渡及于
结果上的区别，在极端情况初步弥补数学归纳法的不足。 

当在等分点处正交生成 6 个等分线段时，持续操作，
则得此集合生成维数 

585.2
2ln
6ln

6L2  ； 
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依据方程（134）式、（135）式分别得其测度为 
6L2

0
1

6L26L26L2 )]1()[(  lA   

      








1
2L62L6

585.2
0

2L6
585.2

0

)(,106.0
1)(,274.0



l
l

     （145） 

6L2
06L2

1
6L26L2 )1,1()(  lA    

      








1
2L62L6

585.2
0

2L6
585.2

0

)(,114.0
1)(,295.0



l
l

     （146） 

4.4.3  二种 Sierpinski 垫片的测度 
取一正方形初始测度为 2

0l ，将其 9 等分，保留 4 个

顶点区域所在的闭集，去掉其余 5 个开集，持续操作，

Sierpinski 尘的相对维数为 

631.0
9ln
4ln

4S9  ； 

由方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
4S99S49S4 )()]1([)]([ 2

0
1

9S4
1

9S49S4
  lA    

      












9S4
1

9S4
262.1

0

1
9S4

262.1
0

)(,663.1
1)(,244.1



l
l

       （147） 

4S94S9S49 )()]([ 2
0

1
4S9

1
4S9S49

  lA   

      












9S4
1

9S4
262.1

0

1
9S4

262.1
0

)(,585.1
1)(,185.1



l
l

      （148） 

保留 4个顶点区域所在的闭集，亦保留1个中间闭集，

去掉其余 4 个开集，持续操作，则此时 Sierpinski 垫片的

相对维数为 

732.0
9ln
5ln

5S9  ； 

由方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
5S99S59S5 )()]1([)]([ 2

0
1

9S5
1

9S59S5
  lA    

      












9S5
1

9S5
465.1

0

1
9S5

465.1
0

)(,449.1
1)(,531.1



l
l

       （149） 

5S95S9S59 )()]([ 2
0

1
5S9

1
5S9S59

  lA   

      












9S5
1

9S5
465.1

0

1
9S5

465.1
0

)(,366.1
1)(,087.1



l
l

      （150） 

作为初步探讨，当上述分形初始测度为平行四边形面

积 sin0201ll 时，取（82）式中的 0A 为此平行四边形的

面积相对其长对角线 ldial 分布的如下形式 
2

0201
1

ldia0 )sin(2   lllA ，  5.0  （151） 
式中 

 cos2 0201
2
02

2
01ldia lllll ，  5.0  

其在 00201 lll  、 5.0 的正方形时， 2
00 lA   。 

在 1 时，得此平行四边形自相似分形测度 A的微

分方程为 
1

000201
1 )(d)(),,(d     AAllzA ，   （152） 

式中 ),,( 0201 llz 是为引入方程（151）式的待定常量。 

基于分数阶微积分，对方程（104）式积分运算得 
 0

1
0201

1 )]1()[(),,( AAllz   ， 1  

（153） 
及当 10  时进行逆方向上的 1 维分形，得 

1

]),,([)]1()[( 0201
1111

0



   AllzA ， 
10     

故有 













1,)]1()[(),,(
10,)]1([)]()[,,(

0
1

0201

0
11

0201








Allz
Allz

A

（154） 
根据方程（154）式得 00201 ),,()1( AllzA  ；

又因为  sin)1( 0201llA  ；得方程（154）式中的待

定常量 

0

0201
0201

sin
),,(

A
llllz 





sin2 0201

2
ldia

ll
l

；（155） 

故得此自相似分形基于分数阶微积分的测度方程为 













1,)]1()[(
10,)]1([)]([

0
1

0
11









A
A

A  （156） 

其中 12
0201

22
ldia

1
0 ]sin[2   
 lllA 。 

同理亦得此自相似分形基于分维微积分的测度方程 













1,)1,1()(
10,)1,1()]([

0
1

0
11









A
A

A  

（157） 
特别地，将上述平行四边形 16 等分，仅保留 4 个顶

点区域所在闭集，去掉其余 12 个开集，持续操作，则得

到的 Sierpinski 垫片相对维数及 0A 分别为 

5.0
16ln
4ln

4S16  ， 

ldia
5.012

0201
22

ldia
1

0 2]sin[2 S4164S164S16

4S16
llllA   

 ； 

故由方程（156）式、（157）式分别得此自相似分形测度 
)2()]1([)]([ ldia

5.01
4S16

1
4S164S16

46S14S16 lA      













16S4
1

16S4ldia

1
16S4ldia

)(,2.0
1)(,0.1



l

l
       （158） 

)2()]([ ldia
5.01

46S1
1

4S166S41
46S14S16 lA     













16S4
1

16S4ldia

1
16S4ldia

)(,2.0
1)(,0.1



l

l
      （159） 

4.4.4  临界自然数与一种理想点集的维数及测度方程 
作为对一种理想点集维数及测度的探讨，考虑闭区间

]1,0[ ，初始测度为 0.10 l ，进行 12 n 等分（n 为自然

数），间隔保留包括二端闭区间在内的 1n 个闭区间，去

掉其余的n 个开区间，持续操作，即得到一种理想点集；

由方程（117）式得相对维数 IPS 为 

)12ln(
)1ln(

IPS 



n
n 。                   （160） 

方程（160）式当 1n 时即为三分 Cantor 集合维数。 
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取预先给定的任意大的有限数为 PN ，引入临

界自然数 CN ，其类似于 Cantor 的超限数，定义 CN 为 

 CP NN ，                    （161） 

且 CN 的临界性质为，当 CNn  时，保留的诸闭区间端

点数值仍具有有理数性质；当 CNn  时，保留在闭区间

部分端点的数值性质将向无理数性质转化；当 n
时，则部分端点数值性质将转化为具有无理数的性质。 

当 CNn  时，去掉的系列开区间构成第一项为

1)12( nn 、公比常数为 1)12)(1( 1  nn 的等比级

数，累积长度 OISL 近似为 

1
)12)(1(1

)12()( 1

1

COIS 



 



nn
nnNnL ； （162） 

当 CNn  时，开区间求和方程（162）式不再严格成立。 

当 CNn  时，有该理想点集的相对维数 IPSC 为 

C

C

C

C
CIPSIPSC

ln2ln
ln

)12ln(
)1ln()(

N
N

N
NNn








 

2log1
1

CN
  

2log1
CN 。                 （163） 

由方程（160）式得此理想点集相对维数 )(IPS n 的几

个计算值分别为 

9708.0)10( 10
IPS n ； 

9970.0)10( 100
IPS n ； 

9994.0)10( 500
IPS n ； 

9997.0)10( 1000
IPS n 。 

其中当 9708.0)10( 10
IPS n 时，由方程（134）

式、（136）式分别得此理想点集的测度为 
IPSIPS )]1([)]([ 1

IPS
1

IPSIPS
   A  

      












IPS
1

IPS

1
IPS

)(,0423.1
1)(,1270.1



           （164） 

1
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1
IPSIPS

IPSIPS)]([   A  













IPS
1

IPS

1
IPS

)(,0301.1
1)(,0009.1



           （165） 

当 n 时，该理想点集的部分端点数值完全转变

为具有无理数性质，由（160）式得其相对维数值 IPSL 为 

IPSIPSL lim 



n

 

)12ln(
)1ln(lim





 n

n
n

 

2lnln
lnlim



 n

n
n

 

1 ；                           （166） 

依据方程（134）式、（136）式分别得此极限情况下该理

想点集的测度为 
IPSLIPSL )]1([)]([ 1

IPSL
1

IPSLIPSL
   A  













IPSL
1

IPSL

1
IPSL

)(,0.1
1)(,0.1



             （167） 

1
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1
IPSLIPSL

IPSLIPSL)]([   A  













IPSL
1

IPSL

1
IPSL

)(,0.1
1)(,0.1



            （168） 

因当 n 时该理想点集的上述维数值 1IPSL  、

测度 1IPSL A ，所以相应去掉的开区间累积长度 OISLL 为 
01)( IPSLOISOISL  AnLL 。   （169） 

由方程（162）式到方程（169）式，在维数为 1 时，

得去掉的部分累积长度从 1 转化为 0。 
理想点集性质转化及其维数和测度的研究是重要的。 
特别极端地，当三等分闭区间 ]1,0[ ，保留中间的闭

区间，去掉二边的开区间，持续操作，由方程（117）式

得其维数 1L3 为 

0
3ln
1ln

1L3  ；                     （170） 

依据方程（134）式、（135）式分别得其测度为 

 



1L31L3

1L3

)]1([)]([lim 1
1L3

1
1L301L3




A ； 

（171） 
 


)1,1()]([lim 1

1L3
1

1L301L3
1L31L3

1L3

 


A ； 

（172） 
也即，无穷次操作后，虽然其极限状态的维数为 0，但仍

然以线的微元形式存在，包含无穷多点，具有线的种子或

线核的属性；在此层面意义上，线是由线核的排列构成的，

线核可细化为全闭核、全开核、左闭右开核及左开右闭核。 
4.4.5 非自然数等分的自相似分形的维数及测度计算 

自然数等分操作的自相似分形，一般比较直观可视；

而对于非自然数等分操作生成的分形，多数并非直观可

视，亦仅可根据维数方程（117）式及测度方程（134）式、

（135）式予以近似计算。 
取初始测度为 0l ，进行 等分，对称间隔保留 e 个闭

区间，对称去掉其余开区间，持续操作，生成分形；由维

数方程（117）式，得其相对维数值为 

8736.0
ln
ln

πLe 


 e
；                （173） 

这里 为圆周率，e 为自然常数。 
依据方程（134）式、（136）式，分别得其测度 πLeA 为 
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


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    （174） 
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   （175） 
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取初始测度为 0l ，进行 e 等分，对称间隔保留 个闭区

间，对称去掉其余开区间，持续操作，生成分形；由维数

方程（117）式，得其相对维数值为 

1447.1
ln
ln

eLπ 
e
 ；                （176） 

由方程（134）式、（136）式分别得其测度为 
eLπ
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1
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方程（117）式是在 1in 、 10  i 时的自相似分

形维数表述；特别地，在数学上当 1i 、 10  in 或常

数 1W 、及 10  i 或常数 1Z 时，若仍有差分方程 
11

1


  ii Z ， ii Wnn 1 ；            （179） 
则有等式及在 i 时生成集合的负维数方程分别为 

1lnlnlnln  ii WnZ  ；              （180） 

0
ln
ln

 Z
W ；                     （181） 

此虚拟集合的负维数性质是值得进一步探讨的研究方向。 
对于自相似分形测度，基于分数阶微积分的计算方程

（134）式要比基于分维微积分的方程（135）式更简洁。
其中自相似分形构造方式，仅是理解从整数维到分数维的
非线性演进途径，而并不具有线性的逆向还原性质。 

5 结 论 

5.1 关于天体运行背景介质理论的连续轨道描述 
在天体运行的连续轨道理论方面，介绍了基础假设，

及能量（质量）、引力、速度方程，给出 Binet 方程的具
体形式及其强、弱场时的表述和求解行星近日点进动角的
分析过程，讨论了其与Einstein广义相对论的联系与区别。 
5.2 关于天体运行背景介质理论的离散轨道描述 

在天体运行的离散轨道理论方面，介绍了其所采用的
分维数学描述方法、基础假设，依据所得到的具体天体运
行的离散轨道方程，给出了太阳系行星、天王星卫星、地
球卫星、绕月航天器等离散轨道的理论预言数据，并对其
与连续轨道理论共同的背景介质理论基础给出初步展望。
其中作为对天体在较广泛区域作用曲线的初步推论，指出
天体仅由引力难以形成质量密度趋于无穷大的理想黑洞，
目前得到的结论尚不足以刻画至微至广的极致层面。 
5.3 关于幂函数的分维微积分及其分数阶微积分的联系 

讨论了分维分维导数的位置假设及幂函数的分维导
数形式假设，探讨了幂函数的分维积分与其范数的对应关
系，分析了分维微积分与分数阶微积分在计算趋势方面的
联系与区别。 

分析表明分维微积分基础不足，运算困难，不具有广
泛的关联性和一致性，在真正的非整数阶微积分严格数学
定义及逻辑推演体系建立前，对自然现象的深入探讨应继
续以分数阶微积分作为趋势性分析基础。 
5.4 关于自相似分形测度计算的非整数阶微积分方程 

在分形测度的计算方面，探讨了自相似分形扩展与分
维扩展的差分方程描述方法，明确了分形测度的非整数阶
微积分形式定义，依据幂函数的趋势性微积分方程表述，

讨论了基于分数阶微积分与分维微积分的自相似分形测
度趋势性计算方程，并在简略估计及细节趋势二个层面计
算了几种典型自相似分形测度。 
5.5 初步展望 

虽然上述四个分支方向给出的分析过程及结论较目
前其它方法略显自然解析，但由于理论的基础假设还存在
明显的经验成分，推演过程及结论在极限上仍依赖于经典
理论所提供的形式验证，方程中存在的待定常数还需由观
测数据统计计算予以校核确认，尚有待进一步建立诸如具
有明确几何意义的非整数阶微积分数学定义形式、分形测
度与现象演化守恒特征量的关系方程等，故可以肯定，上
述四个方面的研究远不是很基本的，而仅是在近似正确与
完全错误之间的漫游，其给出的描述亦仅是未来理想解析
体系投影在探索历史上的断续轮廓。 
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