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新型冠状病毒肺炎感染数据的 PSSIR 模型方程分析方法及其趋势预测 

阎 坤 
( 西安现代非线性科学应用研究所  西安 710061 ) 

摘  要：通过对 2003 年北京与香港二城市 SARS 病毒感染数据的分析讨论及基于在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日之

间中国境内新型冠状病毒肺炎确诊感染人数数据的公布资料，采用简洁的一般饱和过程分析方法，给出了相应的偏对

称方程（欠对称或弱对称方程）形式，进而由偏对称方程讨论了小样本数据量时的 SIR 模型方程组，给出了 PSSIR 模

型方程形式及其近似解，在趋势层面分析计算了中国境内及中国境内除湖北省外地区新型冠状病毒肺炎感染累计数

据，给出了相应的拐点位置与趋势预测的阶段性极限值，分析结果为病毒感染疫情发展过程的多变量非线性动力学方

程组描述提供参考。 
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Analysis method of PSSIR model equations and its tendency prediction for 
the infection data of the novel coronavirus pneumonia(NCP) in China 

YAN Kun (yankun@nature.ac.cn) 
( Xi’an Modern Nonlinear Science Applying Institute, Xi’an 710061, China ) 

Abstract  In this paper, by discussing the cumulative number of people of confirmed SARS(severe acute respiratory 
syndrome) virus infection in Beijing and Hongkong in 2003, and basing on the data of the number of novel coronavirus 
pneumonia(called NCP or 2019-nCOV(2019-new coronavirus)) confirmed infection in China between 11 January and 21 
February 2020, using the simple analysis method of the general saturation process, corresponding partial-symmetrical 
equations(or weak-symmetrical equations) are given. Then by using the partial-symmetrical equations, the SIR model 
equations with the small sample data volume are discussed, PSSIR model equations and its approximate solutions are given 
preliminarily, and the accumulated data of the novel coronavirus pneumonia infection in China and in China except for Hubei 
Province are analyzed and calculated tentatively. At the same time, corresponding inflection point position and stage limit 
value of tendency prediction are given too. The results of this paper provide a reference for the description of multivariable 
nonlinear dynamic equations in the development of viral infection. 
Keywords novel coronavirus pneumonia, SARS virus, infection data, partial-symmetrical equations, PSSIR model equations, 
approximate solutions, tendency prediction 

0 引言 

本文基于 2003 年北京及香港二城市 SARS 病毒感染累计数据及 SIR 模型方程分析[1, 2]，依据中国
境内新型冠状病毒感染累计数据在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日的公布资料[3]，参考一般饱和过程的
偏对称方程分析方法[4, 5]，讨论了 SIR 模型方程，给出了 PSSIR 模型方程形式及其趋势性近似解，简
略分析计算了中国境内及中国境内除湖北省外地区新型冠状病毒感染累计数据，给出相应的趋势预测
方程及拐点位置与阶段性极限值，为病毒感染疫情发展过程多因素多变量动力学方程描述提供参考。 

1 病毒感染过程累计病例数据的偏对称方程形式及其曲线形态特征 

依据北京在 2003 年 4 月 21 日～6 月 11 日、香港在 2003 年 3 月 17 日～6 月 14 日的 SARS 病毒
感染确诊累计人数数据[1, 2]，其数据曲线形态如图 1 所示。 

2003年北京及香港二城市SARS病毒累积确诊人数数据曲线
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图 1 2003 年北京及香港二城市 SARS 病毒确诊感染累计人数数据曲线 
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由图 1 所示的曲线可见，病毒感染累计人数数据具有前期缓慢增长（见图中香港数据曲线）、

中期快速增长、后期平稳饱和的演化特征。 
依据一般饱和过程的连接方程分析方法[4, 5]，对于病毒感染累计确诊病例数据变化过程曲线，

有偏对称连接方程形式 
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式中 t为时间或日期，P为病毒确诊累计感染病例参量，A、 1 、 2 、 3 为待定常量； 0t 、 0P 为

平衡点坐标，在平衡点处 00 )( PttP  ； t、 0t 可同取日期，也可同取距离同一日期的间隔天数；

参量P主要包括现有确诊病例人数、累计已治愈具有免疫力人数及感染病毒后累计死亡人数。 

方程（1）式在平衡点 0tt  、 00 )( PttP  处，其一阶及二阶导数方程值分别为 
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即方程（1）式的偏对称特征与 1 、 2 相关；当 21   时，方程（1）式曲线的拐点坐标与平衡

点坐标处于同一位置，偏对称特征消失。 
病毒感染确诊累计病例参量P包括现有确诊病例人数、累计治愈人数及感染病毒后累计死亡人

数。方程（1）式主要兼顾了参量P曲线在开始、结束二段特征的构造形式；对于更为一般的需要
对参量P曲线中间过程亦给出趋势描述，并考虑病毒感染累计确诊数据曲线在前端及后续阶段均近
似为水平线，且病毒感染累计数据在前期为0 值的特征，从数据处理角度，则在饱和过程的偏对称
方程表述方向，可直接参照方程（1）式，将参量P方程构造表示为曲线在开始、中间、结束三段 
特征的分式拓展的二个偏对称方程 FUSP 与 BUSP 形式 
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式中 、  为待定常量， 10   ， 10   ； maxP 为P的计算极限值或饱和值， 0max 2PP  。 
由方程（2）式得其一阶导数方程或微分方程形式为 
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由方程（3）式得其一阶导数方程或微分方程形式为 
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在平衡点 0tt  处，依据方程（2）式、（4）式得 
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依据方程（3）式、（5）式得 
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则在平衡点 0tt  处方程（6）式成为 
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方程（7）式成为 
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因 10   、 10   、 0max P ，所以方程（8）式、（9）式在平衡点 0tt  处有 
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其中当 0 、 0 ，或 1 、 1 ，或 21   时，方程（10）式、（11）式分别为 
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而当 10   、 10   、 21   时，方程（10）式、（11）式则分别为 
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方程（10）式、（11）式表明，方程（2）式曲线的拐点坐标处在平衡点坐标之前或与之重合位

置，即方程（2）式为前偏对称方程形式；而方程（3）式曲线的拐点坐标处在平衡点坐标之后或与

之重合位置，即方程（3）式为后偏对称方程形式。 
对于方程（2）式及方程（3）式，当 0 及 0 时，其皆成为 
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当 1 及 1 时，取  1 ， 为待定常量；此时二方程皆直接退化为 
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由方程（13）式得 
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方程（12）、（13）二式皆为双曲正切函数，亦是经典 S 型曲线方程或 Logistic 方程的等效形

式，方程曲线拐点坐标与曲线平衡点坐标处于同一位置，偏对称特征消失，转化为全对称方程形式；

方程在数学上已经被很好地研究及应用，具有较为广泛的一阶或二阶非线性动力学方程关联性。 
其中当分别应用方程（2）式与方程（13）式时，则在 0tt  平衡点附近区域，二式分别简化为 
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即得方程（2）式与（13）式中待定常数之间有近似关系方程 

 2)1()1( 21  。                                                （15） 

而当分别应用方程（3）式与方程（13）式时，则在 0tt  平衡点附近区域，二式分别简化为 
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亦即得方程（3）式与方程（13）式中待定常数有近似关系方程为 
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一般地，诸多现象演化过程都存在阶段性极限，极限之间状态转化传递，逐次与演化环境相应

层面动态平衡，演化平衡过程可由方程（1）式、乃至方程（13）式的级数形式予以近似描述[4, 5]；

对于病毒感染累计确诊病例数据，仍从数据处理角度，级数仅取二项，则其趋势性拟合方程 SERP 为 
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式中 0P 、 01t 、 02t 、 、 1 、 2 为待定常数， 10   ；t、 01t 、 02t 可同取日期，或同取距离同

一日期的间隔天数， 0201 tt  ；病毒感染累计确诊病例参量P的极限值为 0max 2PP  。 

对于方程（13）式与方程（17）式，在平衡点 0tt  及存在   0)(),(max 022011  tttt  附

近区域时，有 

)( 000 ttPPP   )]1[ 00 ttP   ， 

)]()1()(1[ 0220110SER ttttPP    

]])1([])1([1[ 022011210 tttP   ； 

则在分别应用方程（13）式与方程（17）式的情况下，二式中的待定常数之间有近似关系式 

  21 )1( ， 0022011 )1( ttt   ；                            （18） 

当不存在   0)(),(max 022011  tttt  附近区域时，则按方程（17）式中二项的区间比例，方程

（13）式与方程（17）式中的待定常数之间仍近似有关系式 
00201 )1( ttt   。                                                     （19） 

由级数方程（17）式得其导数方程形式为 

)]([cosh
)1(

)]([coshd
d

022
2

02

011
2

01SER

tt
P

tt
P

t
P














。                               （20） 

由上述方程（2）、（3）、（13）、（17）四式，取第 t天、第 1t 天病毒感染累计病例确诊病例分

别为 )(tP 、 )1( tP ，则相应地得在第 1t 天病毒感染新增确诊病例的计算方程 )1( tn 为 

)()1(day1)1( tPtPtn  。                                         （21） 

每日新增计算方程 )1( tn 与 )1( tP 的导数方程在曲线整体趋势形态上一致，在相位上有差

异。 

方程（13）式及其导数（14）式分别具有旋转对称与轴对称性质，属于理想情况下的状态；而

分式拓展方程（2）、（3）二式与级数方程（17）式及其导数方程（4）、（5）、（20）三式能够更细微

地调节曲线形态，可广泛用于描述饱和过程在前端及后续阶段均为水平线时具有偏对称或欠对称

（弱对称）特征的饱和过程曲线。 

其中，分式拓展方程（2）式及其导数方程（4）式主要描述前偏对称的曲线形态，如图 2 所示；

方程（3）式及其导数方程（5）式主要描述后偏对称曲线形态，如图 3 所示；而级数方程（17）式

及其导数方程（20）式可基本兼顾前偏对称与后偏对称曲线形态，如图 4所示。 

直观上，分式拓展方程（2）、（3）二式与级数方程（17）式主要表现为旋转偏对称或欠对称

特征，而其导数方程形式（4）、（5）、（20）三式则主要表现为轴向偏对称或欠对称特征。 

前偏对称方程及其导数计算数据曲线
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图 2 分式拓展的前偏对称方程及其导数方程计算数据曲线( 400 t ) 
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后偏对称方程及其导数计算数据曲线
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图 3 分式拓展的后偏对称方程及其导数方程计算数据曲线( 400 t ) 

级数方程及其导数计算数据曲线
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图 4 级数方程及其导数方程计算数据曲线 

（前偏对称 0.2601 t 、 5.3202 t ；后偏对称 0.3101 t 、 5.3702 t ） 

由于上述偏对称方程的最小值为 0，最大值或饱和极限值为 maxP ，所以在数理统计意义上，对

偏对称方程归一化后，其即转化为广义分布函数 )(GD ty 的形式 

max
GD

)()(
P
tPty  ， 1)(0 GD  ty ， 0

d
)(d GD 

t
ty

。                              （22） 

相应地，其导数方程即转化为广义分布密度函数 )(GDD ty 的形式 

t
tP

Pt
tyty

d
)(d1

d
)(d)(

max

GD
GDD  。                                         （23） 

对于偏对称方程（2）、（3）二式，其转化为广义分布函数 GDFy 、 GDBy 的形式分别为 

)])((exp[)1()](2exp[1
1

02101max

FUS
GDF ttttP

Py





，               （24） 

)])(exp[()1()](2exp[1
11

02101max

BUS
GDB ttttP

Py





；               （25） 

所对应的广义分布密度函数 GDDFy 、 GDDBy 分别为 

2
02101

02121011GDF
GDDF )]])((exp[)1()](2exp[1[

)])((exp[))(1()](2exp[2
d

d
tttt

tttt
t
Py








，     （26） 

2
02101

02121011GDB
GDDB )]])(exp[()1()](2exp[1[

)])(exp[())(1()](2exp[2
d

d
tttt

tttt
t

Py








。       （27） 

上述病毒感染过程的偏对称方程形式，可为目前的病毒感染数据分析预测及相关非线性动力学

方程研究提供参考。 
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2  PSSIR 模型方程形式及其趋势性近似解 

关于病毒感染过程，目前主要采用经典的 SIR 模型方程组或类似的动力学分析方法分析[1, 2]；

其中对于经典的 SIR 模型方程组，先取分析的数据样本总人数为 )(C tN ，其中易感人数为 )(C tS ，

感染病人数为 )(C tI ，移出者数量为 )(C tR ，相互间有关系方程 
)()()()( CCCC tNtRtItS  ；                                               （28） 

当在疫情期间人口波动与样本总量 )(C tN 相比可以忽略，即 0CC )( NtN  近似为常量时，有 

0CCCC )()()( NtRtItS  ；                                               （29） 
经典的 SIR 模型方程组即表述为 






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


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

,
d
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,
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d

,
d

d

CC
C

CCCCC
C
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C

I
t
R

IIS
t
I

IS
t
S







                                                  （30） 

式中 C 、 C 为比率参量。 
经典 SIR 模型方程组的特点是多因素、多变量，侧重机理描述，具有动力学方程属性，被广泛

地应用与研究；方程组尚没有解析解，机理参数不易及时获取，数值解的分析对初始数据依赖较大。 
下面基于病毒感染累计报告病例的偏对称方程 )(tP 及 SIR 模型方程组，给出 PSSIR 模型方程

组形式及其趋势性近似解。本文给出的 PSSIR 模型方程组（PSSIR model equations），即是 SIR 模

型方程组（SIR model equations）与偏对称方程（Partial-symmetrical equations）在小样本数据量（Small 
sample data volume）时相复合的方程形式，是在小样本数据量时对病毒感染过程的趋势性近似描述。 

2.1 PSSIR 模型方程及其解的非线性方程形式 

一般地，考察病毒感染疫情的样本总数据量人数为 )(tN ，其中易感人数为 )(tS ，感染病人

数为 )(tI ，移出者数量为 )(tR ，累积感染报告病例人数为 )(tP ；诸参量有下面方程 
)()()( U tStStS  ；                                                     （31） 

)()()( tRtItP  ；                                                         （32） 
)()()()( tNtRtItS   ；                                                 （33） 

式中 )(tS 为将被感染的易感人数， )(U tS 为终未被感染的易感人数； )(tP 包括现有确诊病例人数

)(tI 、移出者数量 )(tR ；移出者数量 )(tR 包括已治愈具有免疫力的累计人数数量 )(tC 与感染病毒

后死亡人数的累计数量 )(tD ，即 
)()()( tDtCtR  ；                                                    （34） 

较为简略地，在阶段性的局部范围可进一步考虑 )(tC 与 )(tR 的函数关系 
))(()( tRCtC   

近似表示为其 Taylor 级数的一阶展开形式，即 
)()( tqRtC  ；                                                          （35） 

式中q为待定系数， 10  q ；这里基于方程（34）式，考虑当 0)( tR 时，有 0)( tC 、 0)( tD 。 
由方程（34）式、（35）式，得感染病毒后死亡人数累计数量 )(tD 的趋势性近似表示方程形

式为 
)()1()()()( tRqtqRtRtD  。                                          （36） 

依据方程（32）式、（33）式，得 
)()()()()( U tStNtRtItS   ；                                         （37） 

则当 0U )()( NtStN  近似为常量时，得 

0)()()( NtRtItS  ，                                                    （38） 

0)()( NtPtS  ；                                                         （39） 

这里 )(0 tNN  ；即与样本总数据量 )(tN 相比， 0N 为小样本数据量。 
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参照经典 SIR 模型方程组（30）式形式，在小样本数据量 0N 时有病毒感染过程的参量方程组

近似形式为 


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

                                                          （40） 

式中、 为比率参量。 
依据方程（39）、（40）二式，得由方程 )(tP 表示的 )(tI 与 )(tR 分别为 

t
P

PNt
S

S
I

d
d

)(
1

d
d1

0 



；                                            （41） 

t
P

PN
PIPR

d
d

)(
1

0 



。                                           （42） 

由方程（40）式、（41）式得 

t
P

PN
I

t
R

d
d

)(d
d

0 
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

 ； 

即 

t
RPN

t
P

d
d)(

d
d

0 



；                                                   （43） 

则由方程组（40）式及方程（43）式，得 PSSIR 模型方程形式为 


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                                                 （44） 

PSSIR 模型方程（44）式为小样本数据量时的病毒感染过程趋势性近似模型方程，其主要数学

特征为偏对称饱和。其中， )(tP 与 )(tS 互补； )(tR 滞后于 )(tP ； )(tI 表述了 )(tR 滞后于 )(tP 的

程度。 
由方程（44）式得 

P
PN

R d1d
0 





； or  S
S

R d1d



 。                                  （45） 

方程（45）是 PSSIR 模型方程的一个具有显著象征性的近似性解析与趋势性模拟的分水岭。

其中，参量 、之比 1 是关键因素，若将其取为变量，则需要进一步给出具体函数形式。 
由方程（45）式得 

 
 P

PN
R d1

0


， 0)0( PR 。                                     （46） 

依据方程（38）式、（41）式及（46）式，得 

0
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d
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)(
1 NP

PNt
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PN
PN 





  




； 

故有 PSSIR 模型方程（44）式的等效非线性方程形式 

0)(d1)(
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0
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  PNPP
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PN
t
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

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；                           （47） 
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PSSIR 模型方程（44）式解的非线性方程形式则为 
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             （48） 

2.2  参量比 1 为 )(tP 曲线饱和阶段常量时 PSSIR 模型方程的趋势性近似解 

在取参量 、之比 1 为常量时的理想简单情况下，且考虑由方程（32）式在前期起始阶

段 0P 时有 0R ，即解得（48）式中 )(tR 与 )(tP 、或 )(tR 与 )(tS 之间的关系方程为 

PN
NR



0

0ln



， or  
S
NR 0ln




 。                                     （49） 

方程（47）式成为 

0)(ln)(
d
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0
0 


 PNP

N
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t
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



；                             （50） 

或表示为 )(tS 的非线性方程等效形式 

0)(ln
d
d1

0
0

 SNS
N
SS

t
S





。                                       （51） 

方程（50）式或（51）式尚没有严格解析解；在二方程形式上，可得其部分地具有近似指数函

数和近似双曲正切函数的复合性饱和特征。 
下面基于非线性方程（50）式讨论参与感染过程的小样本数据量 0N 。 
依据方程（50）式，当 0/dd tP 时，有 

0)(ln)( 0
0

0
0 


 PNP

N
PNPN  ；                                    （52） 

因这里参量比 1 为常量，故可将方程（52）式表示为 

0ln)(
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。                                            （53） 

当 00 NP  时，方程（53）式成为 

0ln
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0 
 P
N
PN




；                                                     （54） 

其一解为 0P ；即得方程（50）式的一极限解为 
0min  PP 。                                                            （55） 

方程（54）式在解 0P 之外，至多还有一数值解，其部分地取决于 11
0 )( N 的值。 

对于方程（52）式，在 0NP 时有 
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故得方程（50）式的另一极限解为 

0max NPP  。                                                          （56） 
方程（56）式为极限形式。 

若使方程（49）式 )(tP 在 max)(0 PtP  中全范围适用，即有 0max NP  ；由此 0max NP  及

依据方程（56）式 0max NP  ，则有二自然数 maxP 与 0N 的近似关系方程为 

10max  NP ；                                                           （57） 

即小样本数据量 0N 为 

1max0  PN 。                                                           （58） 

由方程（39）式、（55）式及（57）式，得 )(tS 的范围为 11 max  PS ，即 )(tS 的最小值 minS
及最大值 maxS 分别为 

11 maxmaxmin  PPS ； 11 maxminmaxmax  PPPS 。                     （59） 

在方程（59）式中， 1min S 为 )(tS 的临界状态值。由方程（58）式，PSSIR 模型方程组中小

样本数据量 0N 一般需要在病毒感染过程中累计报告病例数据在过拐点位置后予以适当校核。 
依据方程（58）式，方程（50）、（51）二式成为 

0)1(
1

1ln)1(
d
d1

max
max

max
max 




 PPP
P

PPPP
t
P





；                  （60） 

0)(ln
d
d1

max
max

 SSS
S
SS

t
S





。                                     （61） 

由方程（60）式，当 1P 与 maxPP 时，方程曲线在前期起始阶段及后期饱和阶段分别有

极限形式 

maxBS
max

max
maxBS1 1

ln
d
dlim P

P
PP

t
P

P
 





，                                   （62） 

maxES
max

ES 1
1ln

d
dlim

max

P
Pt

P
PP

 





；                                     （63） 

这里 BS 、 BS 与 ES 、 ES 分别为参量 、在方程 )(tP 曲线前期起始阶段的极限值与后期饱和

阶段的极限值。 
因在 1P 与 maxPP 时，方程（60）式曲线的前期起始阶段及后期饱和阶段皆有极限形式 

0
d
dlim

1


 t
P

P
， 0

d
dlim

max


 t

P
PP

； 

则方程（62）式、（63）式分别成为 

01ln BS
max

max
BS 


 

P
P

； 

0]1ln[ maxESmaxES  PP  。 

在参量 0BS  、 0ES  时，即得方程（60）式曲线在 1P 时前期起始阶段与在 maxPP 时后

期饱和阶段的参量比 1 常量方程分别为 

]1ln[
1

1
maxBS

BS



P


；                                                  （64） 

]1ln[ max

max

ES

ES




P
P




。                                                    （65） 

在方程（64）式、（65）式中，因当 1max P 时恒有 

]1ln[
1

]1ln[ 1
maxmax

max



 PP

P
；                                            （66） 
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故由方程（64）式、（65）式、（66）式得方程（60）式中参量比 1 取为常数时的公共解为 

]1ln[ max

max




P
P




。                                                      （67） 

一般地，考虑方程 )(tP 曲线在 maxPP 时后期饱和阶段的方程（63）式极限 

0
d
dlim

max


 t

P
PP

； 

时，则由方程（65）式、（67）式即得方程（60）式中参量比 1 常量估计方程为 

]1ln[ max

max




P
P




。                                                     （68） 

参量比 1 常量估计方程（68）式的曲线如图 5 所示。 

μ/λ-Pmax方程曲线

10
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μ/λ-Pmax方程曲线

μ /λ

 
图 5 参量比 1 常量估计方程趋势性曲线（Pmax≥50） 

由参量比 1 常量估计方程（68）式，方程（49）式成为 

)(1
1ln

]1ln[
)(

max

max

max

max

tPP
P

P
PtR





  

]1ln[
)](1ln[

max

max
maxmax 




P
tPPPP 。                                   （69） 

依据方程（68）式，方程（60）、（61）二式成为 

0)1(
1

1ln)1(
]1ln[d

d1
max

max

max
max

max

max 






 PPP
P

PPPP
P
P

t
P


；          （70） 

0)(ln
ln

1
d
d1

max
maxmax

max 


 SSS
S
SS

S
S

t
S


。                                （71） 

与偏对称方程（2）、（3）二式的一阶微分方程形式（4）、（5）二式比较，方程（70）式更

为复杂且难以求解；故在方程（70）式中的 )(tP 由偏对称方程（2）、（3）二式表示时，即是将

PSSIR 模型方程中的参量 )(tP 近似设置为外挂方程，其根据对现象演化数据曲线的具体分析得到。 

在参量比 1 为常量方程（68）式的理想简单情况下，得 PSSIR 模型方程的初步近似解为 

















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



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

。

；

，

，

0)](1)[(
1

)(1ln)](1[
]1ln[d

)(d1
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)](1ln[
)(1

1ln
]1ln[

)(

)()()(
)(1)(
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max
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P
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（72） 
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由初步近似解（72）式，可得 

0
d
d]1[

d
d

d
d

max 
t
PPP

tt
S

，  

0
d
d

1
1

]1ln[)(1
1ln

]1ln[d
d

d
d

maxmax

max

max

max

max

max 
















t
P

PPP
P

tPP
P

P
P

tt
R

； 

且对应地得 )(tS 、 )(tI 、 )(tR 诸方程曲线在 0min  PP 时的前期起始阶段极限分别为 
1maxBS  PS ， 0BS I ， 0BS R ；                                      （73） 

在 maxPP  的后期饱和阶段极限分别为 

1ES S ， 0ES I ， maxES PR  。                                           （74） 

因初步近似解（72）式中非线性方程 )(tP 目前尚无严格解析解，故当其中的 )(tP 由偏对称方

程（2）、（3）二式近似表示、参量比 1 常量估计方程取为方程 )(tP 曲线在后期饱和阶段的极

限形式时，则有 PSSIR 模型方程（44）式在前偏对称方程（2）式时的趋势性近似解为 



























。

，

，

，

)])((exp[)1()](2exp[1
)(

)(1
1ln

]1ln[
)(

)()()(
)(1)(

02101

max

max

max

max

max

max

tttt
PtP

tPP
P

P
PtR

tRtPtI
tPPtS



                （75） 

在后偏对称方程（3）式时的趋势性近似解为 



























。

，

，

，

)])(exp[()1()](2exp[1
)(
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)(1)(

02101
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max

max

tttt
PPtP
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PtR

tRtPtI
tPPtS



             （76） 

PSSIR 模型方程（44）式是在小样本数据量时动态开放的趋势性近似模型表述，其中的偏对称

方程 )(tP 具有外挂性质，在基本满足方程（44）式的情况下，根据所研究的具体数据特征， )(tP 可

以有多种表述，并不限于方程（2）、（3）二式的形式，总体上以有效描述所研究的现象演化过程

数据曲线特征为根本确立原则。 
应该指出，方程（50）式或（51）式可采用中间参量法分析探讨其参量解或近似参量解表述，

而近似解（75）式及（76）式可能仅为中间参量解的强近似显式形式。 
对于 PSSIR 模型方程（44）式，当将参量比 1 取为常量时，其趋势性近似解（75）式、（76）

式在表述形式上较为简洁，具有部分近似及部分解析的性质，但近似解的灵活性及适应性也较低；

而且，将具有自然数性质的 )(tP 、 )(tS 、 )(tI 及 )(tR 作为连续函数进行微积分运算，即使在 maxP
数值较大时，亦是属于近似的趋势性推演，其仅为数据分析试算确定参数形式或数值估计时参考。 

偏对称方程 )(tP 的外挂性质和方程具体形式需要根据实际疫情数据特征在过拐点后予以校核

确认、小样本数据量以及参量比 1 常量估计方程取为方程 )(tP 曲线在后期饱和阶段的极限形式，

实质上也是 PSSIR 模型方程趋势性近似解（75）式、（76）式的显著缺陷及不足之处，还需要进

一步分析研究予以改进完善。 

2.3  参量比 1 为 )(tP 曲线饱和阶段常量时及 的方程形式 

依据方程（70）式，在方程 )(tP 为近似解（75）式、（76）式中已知形式的情况下，得 












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PPPPP max
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maxmax ]1ln[

]1ln[]1[ ； 
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即得由方程 )(tP 表示的参量 )(t 与 )(t 分别为 

t
tP

tPPPtPPPtPP
t

d
)(d

)](]]1)][ln[(1ln[)][(1[
1)(

max
1

maxmaxmaxmax 
  ；（77） 

)(
]1ln[

)(
max

max t
P
Pt 


  

t
tP

PtPPtPPPtPP
P

d
)(d

]]1ln[)]([)](1ln[)][(1[ maxmaxmaxmaxmax

max


 。   （78） 

在偏对称方程 )(tP 为已知形式的情况下，依据方程（69）式、参量方程（77）式、（78）式

中，得 )(t 、 )(t 与 )(tP 及 )(tR 之间对应关系的趋势性曲线分别如图 6、图 7 所示。 

λ (t )方程与P (t )及R (t )方程对应关系曲线
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图 6 )(t 方程与 )(tP 及 )(tR 方程对应关系曲线 

μ (t )方程与P (t )及R (t )方程对应关系曲线
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图 7 )(t 方程与 )(tP 及 )(tR 方程对应关系曲线 

在图 6、图 7 中表明，参量 )(t 与 )(t 在 )(tP 曲线平衡点附近区域缓慢变化，近似于常量。 
下面在参量比 1 为常量时，依据偏对称方程 )(tP ，给出 PSSIR 模型方程中参量 )(t 及 )(t

在方程 )(tP 曲线平衡点邻域的方程近似表示形式。 
依据方程（2）式及（3）式，在方程 )(tP 曲线 0tt 的平衡点邻域， max0 5.0 PPP  ，且有 

)])((1)[1()](21[1 02101

max
FUS tttt
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
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)]()1()1[(2 021
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tt
P
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


 

)]()1()1[(25.05.0 021maxmax ttPP   ；                           （79） 
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)]]()1()1[(5.01[2

)])((1)[1()](21[1
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max

02101
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maxBUS
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tttt
PPP






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  

。)]()1()1[(25.05.0 021maxmax ttPP                              （80） 

由方程（79）、（80）二式分别得 

])1()1[(25.0
d

d
21max

FUS   P
t
P

；                                      （81） 

])1()1[(25.0
d

d
21max

BUS   P
t
P

。                                    （82） 

由方程（77）式、（81）式、（82）式，及在平衡点邻域 max0 5.0 PPP  ，得在平衡点邻域

前偏对称时 FUS 方程与后偏对称时 BUS 方程分别为 

]5.0]]1][ln[15.0ln[][15.0[
])1()1[(25.0
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maxmaxmaxmax
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 

 ；              （83） 
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 

 ；              （84） 

即得 FUS 与 BUS 分别为 
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 ；                       （85） 
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 。                       （86） 

由方程（68）式，进而得在平衡点邻域前偏对称时 FUS 与后偏对称时 BUS 分别为 

FUS
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；                            （87） 
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P 
。                         （88） 

一般地，考虑 2max P ，则由偏对称方程 )(tP 表示的在平衡点邻域 PSSIR 模型方程中 FUS 、

BUS 及 FUS 、 BUS 的方程形式（85）式～（88）式分别近似为 

]][ln2ln21[
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]25.0ln[
)1()1(

max

21
FUS P

 
 ，                                              （91） 

]25.0ln[
)1()1(

max

21
BUS P

 
 。                                             （92） 
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2.4 参量比 1 为 )(tP 曲线饱和阶段常量时 PSSIR 模型方程中 )(tI 的最大值估计方程 

由 PSSIR 模型方程的趋势性近似解（72）式得 
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1

1
1ln

]1ln[d
d

d
d
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max
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





















 ；    （93） 

则当 

0
d
d


t
I

 

时， )(tI 取极限值，得 

0
d
d


t
P

，                                                                 （94） 

及 

0
1

1
]1ln[

1
maxmax

max 



PPP

P
。                                            （95） 

依据方程（55）式、（56）式及（70）式，对于 )(tI 方程，则方程（94）式对应着 )(tP 曲线

在前期起始阶段的极限 0min  PP 时方程（73）式中的 0BS I ，及在后期近于饱和阶段的极限

maxPP  时方程（74）式中的 0ES I 。 
由方程（95）式解得 )(tI 在 0BS I 与 0ES I 为极大值 max)( ItI  时的 )(tP 为 

]1ln[
1)(

max

max
maxmax 


P
PPIIP ；                                       （96） 

进而由方程（96）式及近似解（72）式解得 )(tI 为极大值 max)( ItI  时 )(tS 与 )(tR 分别为 

]1ln[]1ln[
11)(
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maxmaxmax 










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P
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P
PPPIIS ；                  （97） 
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PP
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P 


 ；                            （98） 

则由近似解（72）式及（96）式、（98）式得 )(tI 在 0BS I 与 0ES I 之间的极大值估计方程为 





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
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maxmax

max

max
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]1ln[]1[ln1
]1ln[

1
P

PP
P
PP 。                      （99） 

方程（96）式～（99）式还可由下面的分析得到。 
由方程（40）式，得 

t
IS

t
SIISI

tt
I

d
d][

d
d][

d
d

d
d

2

2

  ；                              （100） 

则当 

0
d
d


t
I

、 0)( tI   

时，方程（100）式成为 

0
d
d

d
d

2

2


t
SI

t
I  ；                                                       （101） 

得此时 max)( ItI  取最大值，由方程（44）式得 
0])([ maxmax  IIIS  ； 
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即有 




 )( maxIIS ；                                                       （102） 

则由参量比 1 常量估计方程（68）式得 

]1ln[
)(
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max
max 


P
PIIS




；                                        （103） 

及由近似解（72）式及（103）式得 

]1ln[
1)(1)(
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maxmaxmaxmax 


P
PPIISPIIP ；                 （104） 

继而得 
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 ；                          （105） 
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P
PP 。                    （106） 

由方程（97）、（98）二式亦得在 max)( ItI  时有 

max

maxmax

max

max ]1ln[]1[ln
)(
)(

P
PP

IIS
IIR 





。                                     （107） 

一般地，对于 )(tS 与 )(tR ，因 

0
d
d


t
S

， 0
d
d


t
R

； 

即 )(tS 曲线主要呈现单调下降特征， )(tR 曲线主要呈现单调上升特征；故方程（107）式表明在

12max P 时，有 

102.1
12

13ln13ln
)(
)(

max

max 


IIS
IIR

；                                        （108） 

也即在此情况下 )(tR 与 )(tS 的曲线交点时间处在 )(tI 顶点（最大值 maxI ）之前的时间位置，有简

略的时间位置判别方程 
)()( maxIItSRt  ， 12max P 。                                       （109） 

方程（109）式对于一般的 PSSIR 模型方程趋势性曲线基本都是适用的。 
一般地，当考虑 1max P 时，方程（96）～（99）式及（107）式则分别近似为 

max

max
maxmax ln

)(
P
PPIIP  ；                                            （110） 
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P
PIIS  ；                                                    （111） 
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maxmax lnln1
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PPI  ；                                        （112） 
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max lnln

ln
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PIIR  ；                                            （113） 
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max lnln
)(
)( P
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IIR
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

。                                                 （114） 
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2.5 参量比 1 为 )(tP 曲线饱和阶段常量时 PSSIR 模型方程的趋势性近似解曲线 

在参量比 1 为常量时，依据 PSSIR 模型方程（44）式的偏对称形式近似解（75）、（76）
二式，其趋势性曲线分别如图 8、图 9 所示；依据 )(tI 的最大值估计方程（99）式， maxmax /PI 与

maxP ( 50max P )的趋势性关系曲线如图 10 所示。 

前偏对称时的PSSIR模型方程趋势性曲线

时间

方
程

计
算

数
据

P(t)方程曲线

S(t)方程曲线

I(t)方程曲线

R(t)方程曲线

 
图 8 由前偏对称方程表示的 PSSIR 模型方程趋势性曲线 

后偏对称时的PSSIR模型方程趋势性曲线

时间

方
程

计
算
数

据

P(t)方程曲线

S(t)方程曲线

I(t)方程曲线

R(t)方程曲线

 
图 9 由后偏对称方程表示的 PSSIR 模型方程趋势性曲线 
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图 10 Imax/Pmax－Pmax 趋势性近似方程曲线（Pmax≥50） 
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2.6 较为一般情况下的 PSSIR 模型方程简略近似解形式 

上述分析探讨了参量比 1 在方程 )(tP 曲线饱和阶段为常量时的理想简单情况下，基于偏对

称方程 )(tP 给出了 PSSIR 模型方程形式及其趋势性近似解，进而给出了 )(tI 的最大值估计方程。 

其中，由 PSSIR 模型方程（44）式，在参量比 1 为常量时 )(tP 与 )(tR 的关系方程为 

]])([exp[)( 0
1 RtRPtP   ，                                     （115） 

这里 P 、 0R 为待定常量， maxPP  。 
考虑由 )(tP 与 )(tR 在前期初始时当 0)( tP 有 0)( tR ，故方程（115）式成为 

)]](exp[1[)( 1 tRPtP   。                                       （116） 
方程（116）式是最简单情况下的饱和过程方程。 
下面通过给出方程（116）式的一般饱和方程形式，探讨 PSSIR 模型方程（44）式的一般性简

洁近似解。 
根据具体数据特征，累计确诊病例人数 )(tP 与移出者数量 )(tR 之间趋势性关系方程可以有多

种表示形式；包括 )(RP 方程的饱和形式及 )(PR 方程的蠕变形式。计算表明，与 )(PR 方程的蠕变

形式相比较， )(RP 方程的饱和形式运算较为简单易解。 
其中简洁地，可将方程（116）式扩展为一般性的饱和过程方程 

)](1)]][(exp[1[)( 21 tRtRPtP   ，                                    （117） 

这里 P 、 1 、 2 为待定常数， 10 1   ， 10 2   。 

由方程（117）式得 

)]](exp[1[)](1)][(exp[
)(d
)(d

12211 tRPtRtRP
tR
tP    。               （118） 

在近似考虑 1max0  PN 时，由方程（44）式得参量 、之比 1 为 

)(d
)(d)](1[ max tP
tRtPP 




；                                              （119） 

则由方程（118）式、（119）式得参量比 1 的函数表述形式为 

)]](exp[1[)](1)][(exp[
)](1)]][(exp[1[1

12211

21max

tRPtRtRP
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












 。                  （120） 

由方程（117）式，得当参量比 1 为变量情况下的 PSSIR 模型方程（44）式在前偏对称与后

偏对称时的简略近似解分别为 
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              （121） 

与 
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。
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02101

max
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max

tttt
PPtP

tPtRtRP
tRtPtI
tPPtS




           （122） 

在近似解（121）、（122）二式中，在偏对称方程 )(tP 及 )(RP 为已知的情况下，PSSIR 模型

方程中 )(tS 可直接由 )(tP 得到； )(tR 没有显式解，需由与 )(tP 的具体对应计算数组得到； )(tI 则

由 )(tP 与 )(tR 的差得到。 
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特别地，当 02  时，方程（117）式退化回方程（116）式的表述形式 

)]](exp[1[)( 1 tRPtP   ；                                           （123） 

考虑 maxPP  、 PP max ，则 P 、 maxP 之间有简单关系方程 

  maxPP ；                                                         （124） 

式中为待定常数， 0 。 

由方程（124）式，方程（123）式成为 
)]](exp[1)[()( 1max tRPtP   。                                      （125） 

由方程（125）式，得 
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ln1)(
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1 tPP
PtR










；                                            （126） 

考虑 )(tP 曲线在后期饱和阶段当 max)( PtP  时，因 )(tR 相对 )(tP 的滞后性，有  max)( PtR ，

这里 为滞后常数， 0 ，其具有自然数性质，一般情况下有 0 。 
方程（126）式成为 
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解得常数 
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；                                                      （127） 

方程（126）式成为 
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；                                    （128） 

PSSIR 模型方程简略近似解（121）式与（122）式即分别近似成为 
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         （130） 

同时方程（120）式参量比 1 方程为 

)](exp[)(
)]](exp[1)[(1

1max1

1maxmax

tRP
tRPP










  

)](exp[)(
)](exp[)(1

1max1

1max

tRP
tRP







 。                                    （131） 
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当 1 时，参量比 1 方程（131）式成为常量形式 
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方程（128）式成为 
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；                                    （133） 

PSSIR 模型方程简略近似解（129）式与（130）式分别成为 
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一般情况下，在 )(tP 曲线后期饱和阶段 )(tR 相对 )(tP 的滞后常量 0 ，方程（128）式成为 
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PSSIR 模型方程简略近似解（129）式与（130）式则进一步分别简化为 
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与 





























。
)])(exp[()1()](2exp[1

)(

,
)(

ln
]1ln[

)(

,)()()(
,)(1)(

02101

max
max

max

max

max
1

max

max

tttt
PPtP

tPP
P

P
PtR

tRtPtI
tPPtS







          （138） 

近似解（137）式、（138）式较为简洁适用，能够对疫情发展的诸多曲线形态予以趋势性描述。 

当待定常数、 分别为 1 、 0 时，PSSIR 模型方程近似解（129）式与（130）式即分

别直接退化为简单的近似解（75）式与（76）式形式。 
由 PSSIR 模型方程近似解（129）式或（130）式，可得 
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；                               （139） 
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即得 















  )(
ln

]1ln[
)(

d
d

d
)(d

max

max

max
1

max

tPP
P

P
PtP

tt
tI







 

t
tP

tPPP
P

d
)(d

)(
1

]1ln[
1

maxmax
1

max











  


；                          （140） 

则有 )(tI 为极大值 max)( ItI  时的 ))(( maxItIP  方程为 
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进而由近似解（129）式或（130）式得 )(tI 为极大值 max)( ItI  时 )(tS 及 )(tR 分别为 
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得 )(tI 极大值估计方程为 
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当待定常数、 分别为 1 、 0 时，方程（141）式～（144）式即退化为简单的方程（96）
式～（99）式形式。 

2.7 PSSIR 模型方程的简略近似解曲线 

在 0 的情况下，依据 PSSIR 模型方程一般简略近似解（137）式与（138）式，可得其趋势

性曲线如图 11、图 12 所示。 

前偏对称时的PSSIR模型方程一般近似解趋势曲线

时间

方
程
计

算
数
据

P(t)方程曲线

S(t)方程曲线

I(t)方程曲线(φ=0.05)

R(t)方程曲线(φ=0.05)

I(t)方程曲线(φ=50)

R(t)方程曲线(φ=50)

 
图 11 前偏对称时的 PSSIR 模型方程一般简略近似解趋势曲线( 05.0 与 50 ) 
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后偏对称时的PSSIR模型方程一般近似解趋势曲线

时间

方
程
计

算
数

据
P(t)方程曲线

S(t)方程曲线

I(t)方程曲线(φ=0.01)

R(t)方程曲线(φ=0.01)

I(t)方程曲线(φ=100)

R(t)方程曲线(φ=100)

 
图 12 后偏对称时的 PSSIR 模型方程一般简略近似解趋势曲线( 01.0 与 100 ) 

由 )(tI 极大值估计方程（144）式，得其趋势性曲线如图 13 所示；其中待定常数的取值分别为

0.01、1、25。 

Imax/Pmax-Pmax一般趋势方程曲线

0.00
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0.60

0.75

0.90

50 10050 20050 30050 40050 50050 60050 70050 80050 90050 100050

Pmax

Im
ax

/P
m

ax

φ=0.01时的方程曲线

φ=1时的方程曲线

φ=25时的方程曲线

 
图 13 Imax/Pmax－Pmax 一般趋势方程曲线（Pmax≥50） 

2.8 滞后函数方法的 PSSIR 模型方程近似解形式及其曲线形态 

PSSIR 模型方程形式（44）式的特征之一是 )(tR 曲线滞后于 )(tP 曲线；从数据处理角度分析，

在偏对称方程 )(tP 为已知的情况下，引入滞后函数 )(t ，则有 PSSIR 模型方程（44）式在前偏对

称方程（2）式时的趋势性近似解形式为 
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在后偏对称方程（3）式时的趋势性近似解形式为 
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引入滞后函数 )(t ，在表观上弱化了 PSSIR 模型方程（44）式中的微分方程表述，绕过其非
线性方程形式（48）式，由偏对称 )(tP 方程直接计算 )(tR 及 )(tI 。 

这里引入滞后函数方法仍是关于 PSSIR 模型方程近似解的趋势性近似计算方法，是在方程

)(tP 形式为已知、 )(tR 原始基础数据（或估计数据）达到 max5.0 P 处情况下的趋势性近似计算分析。 
依据方程 )(tP 及 )(tR 数据（或估计数据）的具体曲线形态特征，滞后函数 )(t 可有多种形式；

其中二个参考方程形式为 

)](exp[)( 021  ttt  ；                                                 （147） 

)]](tanh[1[)( 021  ttt  ；                                           （148） 

这里 1 、 2 ， 0t 为待定系数；此待定系数可由 )(tP 曲线在平衡点 0tt  、 max0 5.0)( PtP  处， )(tR
数据（或估计数据）的趋势性纵坐标、横坐标、方程 )(tR 曲线及其原始基础数据在平衡点位置

)( 000 RR tttt  、 max0 5.0)( PtR R  附近的斜率确定。 
其中对于方程（147）式，可转化为 

)exp()exp()]exp([)](exp[)( 212021021 tttttt    ；            （149） 

即方程等效为二个待定常数 )exp( 0211  t 、 22   。 

在 )(tR 的平衡点位置，由方程（149）式，有横坐标方程 
)exp( 02100 RR ttt  ；                                                    （150） 

即得 
)exp(][ 02001 RR ttt   。                                                （151） 

在方程 )(tP 曲线平衡点横坐标 0tt  处，由方程（149）式、（151）式得 
)exp()](exp[][)exp()( 020002000210 RRRR tttttt   ；           （152） 

式中 000 tt RR  ，为 )(tP 曲线平衡点 0tt  与 )(tR 曲线平衡点 Rtt 0 之间的时间间距。 
依据方程（145）式、（1406）式、（152）式，得 
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 。（154） 

即可由方程（153）式、（154）式分别迭代计算 2 值，然后再将 2 值分别代入到方程（151）式解

得 1 值，分别得到前偏对称及后偏对称时的滞后函数（149）式具体形式。 

对于滞后函数（148）式，在方程 )(tP 曲线平衡点 0tt  的横坐标位置，有 
)]](tanh[1[)( 00210  ttt  ；                                           （155） 

则依据方程（145）式、（146）式，有 
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00212100211
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（156） 
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（157） 

依据滞后函数（148）式，在方程 )(tR 的平衡点 Rtt 0 处有横坐标方程 
)]](tanh[1[ 002100  tttt RR  ；                                        （158） 

同时依据方程（145）式、（146）式， )(tR 方程在平衡点 Rtt 0 处附近区域近似有 
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则分别有 

)]]([cosh1][)1()1[(25.0
d
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t
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  ；           （159） 
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t
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  。          （160） 

当 )(tR 基础数据在平衡点 Rtt 0 处附近区域的斜率为 R 时，则方程（159）式、（160）式分别成

为 

RR ttP     )]]([cosh1][)1()1[(25.0 002
2

2121max ；           （161） 

RR ttP     )]]([cosh1][)1()1[(25.0 002
2

2121max 。           （162） 

由方程（156）式、（158）式、（161）式，可迭代解出前偏对称时的 1 、 2 ， 0t ；由方程

（157）式、（158）式、（162）式，可迭代解出后偏对称时的 1 、 2 ， 0t 。 

对于滞后函数（148）式中的待定常数，上述求解过程显然过于复杂。 

较为简略的求解途径是，可先取函数（148）式中 00 tt  ，在简洁求得 1 、 2 后，然后根据

具体基础数据曲线形态特征，适当细调 1 、 2 、 0t ，最后近似确定滞后函数（148）式具体形式。 

取滞后函数（148）式中的 00 tt  ，有 

)]](tanh[1[)( 021 ttt   ；                                            （163） 

则对于滞后函数（163）式，在方程 )(tP 曲线平衡点 0tt  的横坐标位置，有 

10)(  t ；                                                            （164） 

依据近似解（145）式、（146）式，其 )( 0tR 方程分别为 
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PPtR ；                  （166） 

即可由方程（165）式、（166）式分别迭代计算 1 的近似值。 

当 )(tR 基础数据（或估计数据）达到 max5.0 P 处的时间为 Rt0 时，依据近似解（145）式、（146）
式，皆有平衡点处方程 

max0000 5.0))(()( PtttRttR RRR   ； 
即有横坐标方程 

000 )( ttt RR  ；                                                         （167） 

这里 00 tt R  为方程 )(tR 曲线在平衡点 max0 5.0)( PtR R  处与方程 )(tP 曲线在平衡点

max0 5.0)( PtP  处之间的横坐标间距；取此间距  tttt RR 000 )( ，则由方程（163）式得 

)]tanh(1[ 21   tt  ；                                                  （168） 
即由方程（168）式得 
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解得 2 的近似值 


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 


t
t

t 1
2 2

ln
2
1


 。                                                （169） 

将初步确定的待定常数 1 、 2 、 0t 根据具体基础数据曲线形态予以适当细调，最终给出滞后

函数（148）式的近似形式。 

其中应用滞后函数（148）式，近似地取 00 tt  ，相应地得 PSSIR 模型方程近似解（145）式、

（146）式的趋势性曲线如图 14( 1 、 2 分别取比例系数 3.0、0.1，6.0、0.1)、图 15( 1 、 2 分别

取比例系数 5.0、0.01，10.0、0.01)所示。 
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前偏对称时的PSSIR模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法)
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图 14 前偏对称时的 PSSIR 模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法) 

后偏对称时的PSSIR模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法)
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图 15 后偏对称时的 PSSIR 模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法) 

上述近似解主要用于在累计病例数据已经过拐点位置，对 PSSIR 模型方程予以趋势性描述。
在这个阶段的数据分析讨论，对现有疫情发展过程意义已经降低，仅为将发生的疫情发展过程提供
一定程度的参考；而且，PSSIR 模型方程的小样本数据量及近似解中待定常数过多亦是显著不足之
处。在已知方程 )(tP 的具体形式时，近似解（75）、（76）二式主要用于 )(tR 基础数据欠缺情况
下的初步求解；近似解（137）、（138）二式主要可用于 )(tR 基础数据经过拐点位置情况下的趋
势性求解；近似解（145）、（146）二式主要可用于 )(tR 基础数据较为翔实情况下的近似求解。 

病毒爆发传播感染人群的演化过程十分复杂，期间相关人员的流动、医疗机构的动态介入、政
府的强制干预、地区与国家间的合作配合与互动援助等，都会参与疫情的发展过程；故此，将疫情
演化过程的部分变量用一组动力学方程描述，仅是一种理想的趋势性探索。诸如将 PSSIR 模型方
程中参量比设置为常数时，由于过于理想简单，使得方程近似解与实际数据容易存在明显偏差；而
将参量比取为变量时，需要确认附加方程介入，使得模型方程复杂且难以求解。 

在动力学上，如果、 、 1 皆为变量，则 PSSIR 模型方程即需要在机理方向进一步解析

展开。上述由偏对称方程 )(tP 表述的 PSSIR 模型方程亦仅是在小样本数据量时理想简单情况下的

趋势性计算分析，其描述的准确性有待实际疫情演化数据予以过程检验及补充完善。 

进一步的研究还需考虑每日新增确诊病例数据曲线的准周期波动；简洁近似地，当考虑波动周

期在 3 天～8 天时，则可简单取波动周期T 为近似整周期常量 7 天、及二倍频周期常量 3.5 天，即 

days0.7W T ； days5.35.0 WFD  TT 。                                   （170） 

不同国家、不同城市，对于相同或不相同的病毒感染过程，应有内在可以探索的演化规律，或
可参照借鉴的模式；但疫情发展整体上是多因素反馈作用的动态过程，用一套动力学方程及其相关
参数，亦仅能给出趋势层面的近似描述。 

毫无疑问，模型方程是重要的；但理想化的模型方程仅是描述疫情演化过程的一个较有意义的

框架参考。模型方程宜具有开放的属性，但完全动态可调整亦降低其应有的指导意义。在严格深刻

且普遍关联的意义上，数理方程具有所描述过程的部分演化方向禀性，即方程具有方向性，方程的

推演具有最优的延展轨迹；精准的方程不能保证逆向推演的准确，恰当的运算是保持适度的偏差。 
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3 SARS 病毒感染累计病例数据的 PSSIR 模型方程趋势性近似解形式 

基于图 1 所示的北京与香港这二个城市在 2003 年 SARS 病毒感染累计病例人数基础数据的曲

线形态特征，依据前偏对称或欠对称方程（2）式，简单地皆取 7.0 ，则得其趋势性描述方程分

别为 

)]3.53(206.0exp[3.0)]3.53(172.0exp[7.01
2496

FBJ 


tt
P ，                 （171） 

)]3.32(14.0exp[3.0)]3.32(10.0exp[7.01
1808

FHK 


tt
P ；                  （172） 

式中 FBJP 、 FHKP 分别为北京、香港 SARS 病毒确诊累计感染病例计算参量， t是以 2003 年 3 月 7

日作为第 1天的天数；这里在方程（171）式中 t从 34（即 4 月 9 日）开始计算，在方程（172）式

中 t从 6（即 3 月 12 日）开始计算；方程在延展计算时， t可以是正的天数，也可以是 0 或负的天

数；二城市每日新增确诊病例数据曲线的波动周期近似为 days5.35.0 WFD  TT 。 

FBJP 、 FHKP 曲线的拐点日期分别为 2003 年 4 月 28 日、2003 年 4 月 7 日，极限值（或饱和值）

分别为 

2496BJmax P ； 

1808HKmax P 。 

方程（171）、（172）二式还可以近似简化为最简洁的双曲正切函数方程（13）式的形式 

)]3.53(093.0tanh[12481248BJ  tP ；                                  （173） 

)]3.32(054.0tanh[904904HK  tP 。                                     （174） 

由前偏对称方程（171）、（172）二式及导数方程（4）式，可得北京及香港二城市在 2003 年

SARS 病毒确诊感染累计病例近似计算的趋势性曲线及其方程导数计算数据曲线如图 16 所示。 

2003年北京及香港二城市SARS病毒累积确诊人数趋势方程曲线
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图 16 2003 年北京及香港二城市 SARS 病毒确诊感染累计病例数据的趋势方程曲线 

由偏对称方程具体形式（171）、（172）二式及 PSSIR 模型方程的趋势性近似解（75）式，

可得北京与香港二城市在 2003 年 SARS 病毒感染病例计算数据的 PSSIR 模型方程近似解形式分别

为 
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          （175） 
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二近似解（175）式、（176）式的趋势性曲线形态特征分别如图 17、图 18 所示。 

2003年北京SARS病毒感染病例计算数据的PSSIR模型方程曲线
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图 17 2003 年北京 SARS 病毒感染病例计算数据的 PSSIR 模型方程趋势曲线 

2003年香港SARS病毒感染病例计算数据的PSSIR模型方程曲线
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图 18 2003 年香港 SARS 病毒感染病例计算数据的 PSSIR 模型方程趋势曲线 

当以北京及香港二城市 SARS 病毒感染病例累计住院数据[2]作为 )(tI 的比对参考值时，图 17
中 )(tI 最大值 1521 与实际数据最大值 1967 比较，相对误差为－22.7%；图 18 中 )(tI 最大值 1082
与实际数据的最大值 961 比较，相对误差为 12.6%；表明在 PSSIR 模型方程近似解中，将参量比 1
取为在 )(tP 曲线后期饱和阶段的简单常量形式，对于疫情演化过程仅是趋势性的近似描述。 

其中对于北京的 SARS 病毒感染病例累计数据曲线特征，简单地根据 PSSIR 模型方程趋势性近

似解（137）式，在待定常数 05.0 时，可得相应的具体近似解形式为 
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近似解（177）式的趋势性曲线形态特征如图 19 所示；图中的 )(tI 最大值为 1716，较实际基础数

据 1967 仍有很大偏差。 

2003年北京SARS病毒感染病例数据的PSSIR模型方程一般近似解曲线
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图 19 2003 年北京 SARS 病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程一般近似解趋势曲线( 05.0 ) 

对于香港的 SARS 病毒感染病例累计数据曲线特征，根据 PSSIR 模型方程趋势性近似解（137）
式，在待定常数 5 时，可得相应的具体近似解形式为 
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           （178） 

近似解（178）式的趋势性曲线形态特征如图 20 所示；图中的 )(tI 最大值为 961，等于实际基础数

据 961。 

2003年香港SARS病毒感染病例数据的PSSIR模型方程一般近似解曲线
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图 20 2003 年香港 SARS 病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程一般近似解趋势曲线( 5 ) 

在 PSSIR 模型方程近似解（129）式及（130）式中，可根据具体疫情演化数据适当调整待定

常数、 ，相应地改变 )(tR 与 )(tI 方程的曲线形态，以得到与实际数据曲线尽可能符合的参数。 
对于北京的 SARS 病毒感染病例累计数据曲线特征，应用滞后函数（148）式，其具体形式为 

)]]0.59(035.0tanh[1[7.18)(  tt ；                                     （179） 



阎坤.新型冠状病毒肺炎感染数据的 PSSIR 模型方程分析方法及其趋势预测[Report].西安现代非线性科学应用研究所，2020-02-22 

 

 

29 

PSSIR 模型方程近似解（145）式的具体近似解形式为 
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
  （180） 

近似解（180）式的趋势性曲线形态特征如图 21 所示；图中的 )(tI 最大值为 1973，接近于实际基
础数据 1967。 

2003年北京SARS病毒感染病例数据的PSSIR模型方程近似解曲线
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图 21 2003 年北京 SARS 病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法) 

对于香港的 SARS 病毒感染病例累计数据曲线，简单地应用滞后函数（163）式，具体形式为 

)]]3.32(008.0tanh[1[4.19)(  tt ；                                       （181） 
PSSIR 模型方程近似解（145）式的具体近似解形式为 
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     （182） 

近似解（182）式的趋势性曲线形态特征如图 22 所示；图中 )(tI 最大值为 960，接近于基础数据 961。 

2003年香港SARS病毒感染病例数据的PSSIR模型方程近似解曲线

（滞后函数方法）
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图 22 2003 年香港 SARS 病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程近似解趋势曲线(滞后函数方法) 
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4 全国新型冠状病毒感染累计病例数据的 PSSIR 模型方程趋势性近似解形式 
（未含湖北省临床诊断数据） 

基于在2020年1月11日～2月11日之间中国境内新型冠状病毒确诊感染病例人数数据资料[3]，

可得其累计感染确诊病例人数（累计报告确诊病例人数）曲线及每日新增确诊感染人数曲线如图

23 所示。 

全国新型冠状病毒确诊感染人数累计及每日新增数据曲线
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图 23 新型冠状病毒确诊感染累计及每日新增人数数据曲线 

从图 23 初步可见此次新型冠状病毒疫情累计感染病例人数数据曲线拐点出现在 2020 年 2 月 3
日～7 日附近区域。 

下面依据方程（2）式、（14）式、每日新增数据计算方程（21）式、导数方程（4）式、以及

PSSIR 模型方程趋势性近似解（75）式，给出中国境内在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日之间新型

冠状病毒感染确诊累计病例数据的拟合方程具体形式及曲线特征，并做出相应的趋势预测探讨，为

进一步的多因素、多变量非线性动力学方程分析研究提供参考。 
其中，从 2020 年 2 月 12 日起，湖北省将临床诊断病例数据 13332 计入湖北省累计确诊病例数

据，同时也开始计入全国累计确诊感染人数，数据中附有湖北省临床诊断病例数据单列说明；从 2
月 16 日起，湖北省新增确诊病例数据中仍包含临床诊断病例数据，但再未见临床诊断病例数据的

单列说明[3]。 
基于中国境内在 2020 年 1 月 11 日～2 月 15 日之间新型冠状病毒感染确诊累计病例数据，依

据前偏对称方程（2）式，简单地取 6.0 ，可给出病毒感染累计确诊病例参量P的趋势方程为 

)]2.27(30.0exp[4.0)]2.27(22.0exp[6.01
56028

FUS 


tt
P ，                     （183） 

式中 t是以 2020 年 1 月 10 日为第 1 天的天数（即 1t ），与原始数据对比计算起始日期为 2020

年 1 月 11 日（即 2t ）；在向 2020 年 1 月 10 日之前日期或时间进行延展运算时 t可取相应的 0

值或负数值。 

方程（183）式曲线的拐点日期为 2020 年 2 月 5 日，预测计算的病毒感染确诊累计病例阶段性

极限值（或饱和值） maxP 为 

56028max P 。                                                        （184） 

方程（183）式可近似地化简为简略双曲正切函数（13）式形式 
)]2.27(122.0tanh[2801428014  tP 。                                 （185） 

由方程（183）、（21）式及（4）式，可给出中国境内新型冠状病毒确诊感染每日新增确诊感

染人数计算数据及导数方程计算数据的趋势性曲线如图 24 所示；此计算中未包括湖北省临床诊断

病例数据。 
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全国新型冠状病毒确诊感染人数每日新增数据的趋势预测方程曲线
（未含湖北临床诊断病例）
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图 24 全国新型冠状病毒每日新增确诊感染病例的趋势预测方程曲线 

（未含湖北临床诊断病例） 

由方程（183）式，可得数据到达 90％ maxP 、95％ maxP 、99％ maxP 值的日期分别为 2020 年 2

月 15 日、2月 18 日、2 月 25日。 

因从 2020 年 2 月 16日起，湖北省新增确诊病例数据中再未见其所包含的该省临床诊断病例单

列数据说明，故此预测方程（183）式与病毒感染累计报告病例数据的对比区间取为 2020 年 1 月

11 日～2 月 15 日。 

依据 PSSIR 模型方程趋势性近似解（75）式及偏对称方程（183）式，得中国境内新型冠状病

毒确诊感染病例数据（未包括湖北省临床诊断病例数据）的 PSSIR 模型方程趋势性近似解形式为 
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               （186） 

近似解（186）式的趋势性曲线形态特征如图 25 所示。 

全国新型冠状病毒确诊感染数据的PSSIR模型方程近似解曲线

（未含湖北临床诊断病例）
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图 25 全国新型冠状病毒确诊感染病例数据的 PSSIR 模型方程近似解曲线 

（未含湖北临床诊断病例） 
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5 全国除湖北省以外地区新型冠状病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程趋势性近似解

形式 

对中国境内除湖北省以外地区在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日之间的新型冠状病毒感染确诊

累计病例人数数据特征予以分析，依据前偏对称或欠对称方程（2）式，简单地取 8.0 ，得其一

具体的趋势性预测方程为 

)]6.24(419.0exp[2.0)]6.24(219.0exp[8.01
12914

FUS 


tt
P ，                 （187） 

式中 t同方程（183）式。 
方程（187）式曲线的拐点日期为 2020 年 2 月 2 日，预测计算的累计感染确诊病例阶段性极限

值（或饱和值） maxP 为 

12914max P 。                                                      （188） 

方程（187）式可近似简化为经典的双曲正切函数方程（13）式形式 

)]6.24(120.0tanh[64576457  tP 。                                （189） 

由方程（187）式、（21）式及（4）式，可给出中国境内除湖北省以外地区新型冠状病毒确诊

感染每日新增确诊感染人数计算数据及导数方程计算数据的趋势性曲线如图 26 所示。 

由方程（187）式计算，可得到达 90％ maxP 、95％ maxP 、99％ maxP 值的日期分别为 2020 年 2

月 12 日、2月 15 日、2 月 22日。 

全国除湖北以外地区新型冠状病毒确诊感染人数每日新增

数据的趋势预测方程（分式拓展形式）曲线
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图 26 全国除湖北省以外地区新型冠状病毒每日新增确诊感染人数的预测方程(分式拓展形式)曲线 

在 PSSIR 模型方程中参量比 1 为常量时的理想简单情况下，依据其趋势性近似解（75）式

及偏对称方程（187）式，得中国境内除湖北省以外地区新型冠状病毒确诊感染病例数据的 PSSIR
模型方程具体趋势性近似解形式为 
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            （190） 

近似解（190）式的趋势性曲线形态特征如图 27 所示。 
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全国除湖北以外地区新型冠状病毒确诊感染数据的

PSSIR模型方程近似解曲线
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图 27 全国除湖北省以外地区新型冠状病毒确诊感染数据的 PSSIR 模型方程近似解趋势预测

方程(分式拓展形式)曲线 

依据级数方程（17）式的形式，对于图 22、图 23 所示的病毒感染数据曲线偏对称或欠对称特
征，简单地取 4.0 ，则得中国境内除湖北省以外地区新型冠状病毒确诊感染累计病例参量P的
一具体形式近似为 

)]]5.27(122.0tanh[6.0)]2.21(21.0tanh[4.01[6457SER  ttP ，               （191） 

方程（191）式中 t同方程（183）式。 

方程（191）式曲线的拐点日期为 2020 年 1 月 31 日，预测计算的新型冠状病毒累计感染确诊

病例人数阶段性极限值（或饱和值） maxP 仍为 129142 0max  PP 。 
由方程（191）式、（21）式及（20）式，可给出中国境内除湖北省以外地区新型冠状病毒确

诊感染每日新增确诊感染人数计算数据及导数方程计算数据的趋势性曲线如图 28 所示。 

全国除湖北以外地区新型冠状病毒确诊感染人数每日新增

数据的趋势预测方程（级数形式）曲线
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图 28 全国除湖北省以外地区新型冠状病毒每日新增确诊感染人数的趋势预测方程(级数形式)曲线 

依据 PSSIR 模型方程近似解（75）式（或（76）式）及偏对称方程（191）式，得中国境内除

湖北省以外地区新型冠状病毒确诊感染病例数据的 PSSIR 模型方程具体趋势性近似解形式为 
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          （192） 

近似解（192）式的趋势性曲线形态特征如图 29 所示。 
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全国除湖北以外地区新型冠状病毒确诊感染数据的

PSSIR模型方程近似解（级数形式）曲线
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图 29 全国除湖北省以外地区新型冠状病毒确诊感染数据的 PSSIR 模型方程近似解(级数形式)曲线 

6 全国新型冠状病毒感染病例数据的 PSSIR 模型方程趋势性近似解形式 
（包含对湖北省临床诊断数据的前推部分） 

对中国境内在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日之间的新型冠状病毒感染确诊累计数据特征予以

分析，在包含湖北省从 2 月 12 日起将每日临床诊断病例数据加进累计确诊感染数据中的情况下，

依据方程（2）式，简单地取 7.0 ，得病毒感染确诊累计病例数参量P的趋势预测方程为 

)]7.28(236.0exp[3.0)]7.28(192.0exp[7.01
81006

FUS 


tt
P ，                 （193） 

式中 t同方程（183）式。 
方程（193）式曲线的拐点日期在 2020 年 2 月 6 日～7 日之间，预测计算的病毒感染确诊累计

病例阶段性极限值（或饱和值） maxP 为 

810062 0max  PP 。                                                   （194） 
方程（193）式可近似简化为经典的双曲正切函数方程（13）式的具体形式 

)]7.28(10.0tanh[4050340503  tP 。                                 （195） 

依据方程（193）式、（21）式及（4）式，可给出中国境内新型冠状病毒确诊感染病例每日新

增确诊感染人数计算数据及导数方程计算数据的趋势性曲线如图 30 所示。 

全国新型冠状病毒确诊感染人数每日新增数据的趋势预测方程曲线
（含2020年1月12日～2月11日湖北省临床诊断病例新增数据推算）
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图 30 全国新型冠状病毒每日新增确诊感染人数的趋势预测方程曲线 
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由于在 2020 年 2 月 12 日起湖北省将临床诊断病例数据计入湖北省累计确诊病例数据，使得全

国累计确诊报告病例数据在 2020 年 2 月 12 日有较大阶跃。 

由方程（193）式计算，可得到达 90％ maxP 、95％ maxP 、99％ maxP 值的日期分别为 2020 年 2

月 18 日、2月 22 日、3 月 1 日。 
在 PSSIR 模型方程中参量比 1 为常量时的理想简单情况下，依据其趋势性近似解（75）式

及偏对称方程（193）式，得中国境内新型冠状病毒确诊感染病例计算数据的 PSSIR 模型方程具体

趋势性近似解形式为 
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            （196） 

近似解（196）式的趋势性曲线形态特征如图 31 所示。 

全国新型冠状病毒确诊感染数据的PSSIR模型方程近似解曲线
（含2020年1月11日～2月11日湖北省临床诊断病例累计数据推算）
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图 31 全国新型冠状病毒确诊感染数据的 PSSIR 模型方程近似解趋势性曲线 

在图 30、图 31 中包含对 2020 年 1 月 11 日～2 月 11 日期间湖北省临床诊断病例数据的趋势性

近似推算部分。 

事物总是在动态平衡中演化，因果循环递进。反思并总结 2003 年 SARS 病毒和这次新型冠状

病毒疫情发展过程，从国家安全角度考虑，当警钟长鸣、忧患长思、知难奋起、智慧悲悯。国家宜

适时立法严禁交易及食用野生动物，提倡科学的膳食结构及健康的生活方式，明确部分政府机构责

任主导与社会服务相结合的功能，提升疾病预防中心的行政地位，充分尊重并重视采纳临床医生和

一线科研人员的意见和主张，加强病毒基因库建设，适度开展多种病毒基因序列嵌替编辑组合后衍

生功能及其进化趋势的前导性探索研究，同步提高对出入境人员、动物及物品的病毒检测检疫及防

控应对技术水平，将病毒防御及公共卫生建设切实放到国家安全战略层面，在继续注重并联合推进

分析医学的同时继承发扬整体医学的优点，深入挖掘传统中医药宝库，持续地加大支持相关疫苗探

索及临床试验工作，密切关注病毒与抗体协同进化形成动态平衡复合性特征的临界患者人群，探索

疫情产生的季节性及周期性规律，及时研究并建立预案以从容应对由于疫情传播所带来的国家之间

负面连带效应，宣传并树立面向国家建设发展主战场需要的人生志向，切实提高科研教育一线人员

的地位及待遇，锻炼出一支能够打硬仗、打胜仗的队伍，在特定的战略及战术方面保障国家有序稳

步地按预置计划向前发展。 
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7 讨 论 

本短文基于对 2003 年北京及香港二城市 SARS 病毒感染数据的趋势分析及中国境内新型冠状

病毒肺炎确诊感染人数数据在 2020 年 1 月 11 日～2 月 21 日之间的公布资料，采用一般饱和过程

的分析方法，依据其中的偏对称方程讨论了小样本数据量时的 SIR 模型方程组，给出了 PSSIR 模

型方程形式及其趋势性近似解，随后探讨了中国境内及中国境内除湖北省以外地区新型冠状病毒肺

炎感染累计病例数据的偏对称方程具体形式、拐点位置与阶段性极限值，进而给出了相应的 PSSIR
模型方程趋势性近似解形式及其曲线形态特征，以便根据疫情数据进行后续的数据验算与方程参数

调整，依据近似解（121）式、（122）式（或其简洁近似解（129）式、（130）式）、滞后函数方

法的近似解（145）式、（146）式给出更为完整准确的趋势预测。 
病毒感染疫情发展过程有诸多相互作用的因素参与其中，诸如政府机构根据疫情发展状况所采

取的不断调整的救治及防控措施、病毒源头和中间宿主确认、疫情期间病毒的变异演化状况和相关

医学数据信息共享开放程度、各类人员的交互流动、季节气候变化，以及感染病例基础数据统计中

所采用方法的差异、标准版本的更替、数据来源覆盖层面和即时细致程度等，导致疫情发展过程具

有很大的波动性及不确定性。是故，至为简洁的理想方程形式，仅能简略给出疫情发展过程一个面

向或投影的阶段性主线趋势，可以初步视其为更符合实际疫情数据多变量联立方程组的一个趋势性

近似解；预测的过程，亦是诸具体理想方程在实际各相应演化阶段逐步失效的过程；待较为完整的

基础数据出现后，依据 PSSIR 模型方程的一般性近似解，或更为深刻普适的模型方程予以讨论，

为对疫情发展过程的进一步精细分析及多变量非线性动力学方程探索研究提供参考。 
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计算附录 
全国新型冠状病毒确诊感染累计病例人数趋势预测方程（193）式计算表(含湖北省临床诊断数据推算) 
2020 年 1 月 24 日～3 月 23 日 

日  期 1－24 1－25 1－26 1－27 1－28 1－29 1－30 1－31 2－01 2－02 
计算值 4421 5391 6552 7934 9567 11477 13691 16227 19092 22282 

日  期 2－03 2－04 2－05 2－06 2－07 2－08 2－09 2－10 2－11 2－12 
计算值 25776 29533 33498 37597 41749 45867 49867 53676 57235 60502 

日  期 2－13 2－14 2－15 2－16 2－17 2－18 2－19 2－20 2－21 2－22 

计算值 63452 66078 68386 70391 72116 73588 74836 75887 76767 77503 

日  期 2－23 2－24 2－25 2－26 2－27 2－28 2－29 3－01 3－02 3－03 
计算值 78114 78622 79042 79389 79676 79912 80107 80267 80398 80507 

日  期 3－04 3－05 3－06 3－07 3－08 3－09 3－10 3－11 3－12 3－13 
计算值 80596 80669 80729 80778 80819 80852 80879 80902 80920 80936 

日  期 3－14 3－15 3－16 3－17 3－18 3－19 3－20 3－21 3－22 3－23 
计算值 80948 80958 80967 80974 80979 80984 80988 80991 80994 80996 
 


